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Kapitel 1

Einfihrung

Die Frage nach dem Zusammenhang zwischen dem kernphysikalischen Vielteilchenproblem
und der zugrunde liegenden Theorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchromodyna-
mik (QCD), hat in den letzten Jahren sténdig an Bedeutung gewonnen. Zahlreiche Versu-
che, die Kernkréfte direkt aus der Quark-Gluon-Dynamik zu begriinden, hat es zwar auch in
fritheren Zeiten bereits gegeben. Allerdings erwiesen sich derartige Strategien als nicht sinn-
voll: Auf der fiir die Kernphysik relevanten (Fermi-) Impulsskala werden Quarks und Gluo-
nen als Freiheitsgrade gar nicht “aufgelost”. Als erfolgsversprechend erweist sich vielmehr
ein theoretischer Rahmen, der die QCD bei niedrigen Energien und groften Wellenléngen in
eine effektive Feldtheorie mit spontan gebrochener (chiraler) Symmetrie abbildet. In dieser
Theorie werden Pionen als Goldstonebosonen und Nukleonen (sowie deren Spin-Isospin-
3/2-Isobar, die A(1232)-Resonanz) als aktive Niederenergie-Freiheitsgrade eingefiihrt. Ziel
dieser Diplomarbeit ist es, auf der Grundlage einer solchen Theorie fiir Kernmaterie den
Einfluss kurzreichweitiger Skalen durch Einbeziehung von Pion-Nukleon-Vertexfunktionen
systematisch zu studieren.

Streuexperimente und die Untersuchung des Deuterons zeigten, dass die Nukleon-Nukleon
(NN)-Wechselwirkung weitgehend ladungsunabhéingig und kurzreichweitig ist. Yukawa fiihr
te sie auf den Austausch von Mesonen zuriick. Es gibt eine ganze Reihe von hochpré-
zisen, phianomenologischen NN-Potentialmodellen, wie z.B. das Argonne v18 (vgl. [1])
und das CD Bonn (vgl. [2]). Alle erkldren den langreichweitigen Teil der Wechselwirkung
(r 2 —= ~ 1.4fm) als Austausch eines Pions, wiihrend die mittelreichweitigen und die
stark ref)ulsiven, kurzreichweitigen Beitrdge modellabhéingig durch den Austausch mehre-
rer Pionen oder schwerer Mesonen und durch Kontaktterme parametrisiert werden.

Die bereits anspruchsvolle Beschreibung der freien Wechselwirkung zweier Nukleonen (selbst
duRerst komplexe, zusammengesetzte Teilchen) wird beim Ubergang auf Kernmaterie, ei-
nem homogenen aber komplexen Vielnukleonensystem, zu einem bis heute nicht véllig
verstandenen Problem. Die Schwierigkeit liegt u.a. darin, dass der stark repulsive, kurz-
reichweitige Teil der NN-Wechselwirkung weder Storungstheorie noch mean-field Rechnun-
gen zu erlauben scheint. Ferner wird der Phasenraum jedes NN-Streuprozesses durch die



2 Einfiihrung

anderen Nukleonen iiber das Pauli-Prinzip eingeschriankt. Mehrkorperkréfte - insbesondere
die Wechselwirkung von drei Nukleonen - konnen zudem eine wesentliche Rolle spielen.
Die Nukleonen spiiren in Kernmaterie also nicht mehr die freie, sondern eine effektive
NN-Kraft. Einige Ansétze dafiir verwenden die Briickner’sche G-Matrix (siehe [3] und
dortige Quellen), welche anschaulich das Pendant zur freien Streumatrix im Medium ist.
Eine andere Moglichkeit ist die direkte Verwendung phinomenologischer Kréfte mit eini-
gen Parametern, die an experimentelle Daten angepasst werden. Beispiele hierfiir sind die
Skyrme-, die Gogny- und die Migdal-Wechselwirkung (vgl. [3]), die dann in Kernstruktur-
Rechnungen (z.B. mittels der Hartree-Fock Methode) eingesetzt werden konnen.

Ein ganz anderer, recht neuer Ansatz (vgl. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]) rollt das Problem des
Ubergangs von der freien NN-Wechselwirkung auf das Vielnukleonensystem nochmals von
vorne auf. Alle realistischen NN-Potentiale reproduzieren die empirischen Streuphasen und
die Deuteron-Daten. Sie stimmen zudem im Bereich mittlerer und grofer Reichweiten mit-
einander iiberein, sind jedoch bei kurzen Reichweiten nicht eindeutig. Aus einer beliebigen,
freien NN-Wechselwirkung wird nun mit Hilfe einer Renormierungsgruppengleichung ein
universales, weiches NN-Potential Vj,,; konstruiert.! Da alle kurzreichweitigen Beitriige
beseitigt sind, ist somit doch eine perturbative Behandlung mdoglich. Auf diese vielverspre-
chende Methode wird in Kap.3 der vorliegenden Arbeit genauer eingegangen.

Bereits etwas langer gibt es in der Vielfalt der Beschreibungen von Kernmaterie auch die
chirale Storungstheorie, die nicht auf ein halbempirisches und hochprizises NN-Potential
zuriickgreift. Thre Grundlage ist die Liicke von A, ~ 47 f; ~ 1.16 GeV im hadronischen
Massenspektrum, die eine Trennung kleiner und grofer Energieskalen bzw. lang- und kurz-
reichweitiger Dynamik ermoglicht. Beschriankt auf den niederenergetischen Bereich stellen
die Nukleonen zusammen mit den Goldstonebosonen aus der spontanen Brechung der chi-
ralen Symmetrie die aktiven Freiheitsgrade dar. Die Goldstonebosonen besitzen durch die
explizite chirale Symmetriebrechung (endliche Quarkmassen) eine geringe Masse. Da die
auftretenden Impulse in der betrachteten effektiven Feldtheorie (EFT) klein gegen die cha-
rakteristische Skala A, sind, ldsst sich eine Stérungsentwicklung beziiglich dieser kleinen
Impulse durchfithren und ein konsistentes Zdhlschema entwickeln. Die zur EFT gehdrige
Lagrangedichte muss die gleichen Symmetrien und Symmetriebrechungen wie die Lagran-
gedichte der zugrundeliegenden QCD besitzen.

In diesem Rahmen untersucht die vorliegende Diplomarbeit die Séttigung von isospin-
symmetrischer Kernmaterie (bei der Temperatur 7' = 0) durch expliziten Pionaustausch
zwischen den Nukleonen. Es handelt sich im Wesentlichen um eine Fortsetzung der Arbei-
ten von Stefan Fritsch, Norbert Kaiser und Wolfram Weise (siehe |13, 14, 15, 16, 17, 18]). 2

'Weich meint in diesem Zusammenhang, dass das Potential auf den niederenergetischen Bereich be-
schrankt ist.

?Bereits in [19] und [20] finden sich dhnliche Berechnungen, allerdings werden in der dortigen Regula-
risierung die divergenten Beitrége in einer attraktiven, nullreichweitigen Kontaktwechselwirkung zusam-
mengefasst. Der Sattigungspunkt hangt sehr sensitiv von diesem Kontaktterm ab, dessen dynamischer
Hintergrund unklar bleibt. Fiir das mittlere Feld ergibt sich zudem keine ausreichende Tiefe.



Dabei wird die bisherige cut-off Regularisierung von einer 1NN-Vertexfunktion vom Typ
eines Monopols abgeltst. Das Zahlschema umfasst systematisch alle Diagramme bis in
Drei-Loop-Ordnung und beinhaltet eine explizite Behandlung der A(1232)-Anregung des
Nukleons. Ein Hauptaugenmerk liegt auf der Abhéngigkeit der einzelnen Beitrige zur Ener-
gie pro Teilchen von der Monopolmasse und der verwendeten Renormierungsskala.

In diesem Rahmen werden anschlieffend die Asymmetrieenergie, die Zustandsgleichung von
Neutronenmaterie sowie der Realteil des Einteilchenpotentials (das nukleare mittlere Feld)
in Kernmaterie und die Dichteabhéngigkeit des chiralen Kondensats untersucht.

Der Rahmen dieser Arbeit ist wie folgt gesteckt:

e Kapitel 2 skizziert zunéchst einige allgemeine Kerneigenschaften und befasst sich
anschliefend mit den Grundlagen der QCD (soweit sie hier von Belang sind) und der
darauf aufbauenden chiralen Stérungstheorie.

e In Kapitel 3 werden das NN-Potential Vj,, und seine Ergebnisse bei der Berechnung
von Kernmaterie vorgestellt.

e [sospin-symmetrische Kernmaterie wird in Kapitel 4 ausfiihrlich untersucht, wobei
der Schwerpunkt auf die vollstindige Einarbeitung der mNN-Vertexfunktion gelegt
ist. Die analytischen Ergebnisse der einzelnen Beitrége zur Energie pro Teilchen wer-
den prasentiert und der Sattigungsmechanismus betrachtet. Im Anschluss daran wird
genauer auf die Rolle von Kontakttermen eingegangen. Sie bieten die Mdoglichkeit,
Abhéngigkeiten von der Monopolmasse auszubalancieren.

e Auf der Grundlage der Ergebnisse von Kapitel 4 befasst sich Kapitel 5 mit asymme-
trischer Kernmaterie. Dabei werden die Asymmetrieenergie und der Extremfall von
reiner Neutronenmaterie untersucht.

e In Kapitel 6 werden ebenfalls im gleichen Rahmen die Ergebnisse fiir den Realteil
des Einteilchenpotentials vorgestellt und diskutiert.

e Die Abhéingigkeit des Ordnungsparameters der chiralen Symmetriebrechung, also des
chiralen Kondensats, von der Nukleonendichte wird in Kapitel 7 skizziert.

e Kapitel 8 gibt schliefslich eine kurze Zusammenfassung und einen Ausblick auf mog-
liche weitere Entwicklungen.

e Im Anhang wird die Herleitung des Nukleonpropagators im Medium wiederholt und
das Ein-Pion-Austausch-Diagramm im Kernmedium ausfiihrlich vorgerechnet. Ferner
werden dort einige Formeln angegeben, die fiir das Losen von Mehrfach-Integralen
iiber Fermikugeln hilfreich sind bzw. fiir einige Berechnungen bendétigt werden.
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Noch ein kurzer Hinweis zu den Konventionen:

Wie in der theoretischen Physik iiblich, werden auch in dieser Arbeit die natiirlichen Ein-
heiten i = ¢ = 1 verwendet. Falls nicht niher spezifiziert (z.B. p) sind unter Vektoren
stets Lorentz-Vierervektoren zu verstehen; Dreiervektoren werden mit Pfeilen hervorgeho-
ben (7). Die Einstein-Konvention zur Summation iiber doppelt vorkommende Indizes wird
angewandt.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunichst einige allgemeine Eigenschaften von Kernmaterie vor-
gestellt, deren Beschreibung das Ziel dieser Arbeit ist. Die dabei verwendete chirale Sto-
rungstheorie leitet sich von der fundamentalen Theorie der starken Wechselwirkung - der
Quantenchromodynamik (QCD) - ab, weshalb wir im Anschluss eine kurze Zusammenfas-
sung davon geben (siehe u.a. |21, 22, 23, 24]).

2.1 Kernmaterie

Unter Kernmaterie versteht man ein unendlich ausgedehntes und homogenes System von
wechselwirkenden Nukleonen im Grundzustand.® Die Verteilungsfunktion im Impulsraum
hat die Form einer Stufenfunktion ©(k; — |p'|). Es gilt die Sittigungseigenschaft dieses
Systems zu verstehen, d.h. die Energie pro Nukleon zu untersuchen und deren Minimum
bei endlicher Dichte py zu finden.

Fiir endliche Kerne gibt es eine Reihe von Modellen zur Beschreibung (siehe [3, 25, 26]
u.v.a.), wobei zu den einfachsten und anschaulichsten das Fermigasmodell und das Tropf-
chenmodell zéhlen. Bei letztgenanntem wird der Kern (mit A Nukleonen, wovon Z Pro-
tonen und N Neutronen sind; Z + N = A) als Tropfen einer inkompressiblen Fliissigkeit
betrachtet, dessen Energie sich iiber die Bethe-Weizséicker Massenformel (1935) berechnen
lasst:

72 ta (N—Z)2+ )
A1/3 AT4A AL/2

Die ersten beiden Terme der rechten Seite geben die Ruheenergien der Konstituenten an.
Die restlichen fiinf Terme sind fiir die Kernbindung verantwortlich. Sie lassen sich mit der
Beziehung zwischen Kernradius und Nukleonenzahl, R oc A3, einfach deuten. Der domi-
nante Beitrag in ay heifft Volumenterm und zeigt, dass die Reichweite der Kernkraft kurz

M(A,Z) = NM, + ZM, — ay A + agA*® + ac

(2.1)

!'Wir setzen die idealisierte Vorstellung voraus, dass die Coulombabstoffung der Protonen “ausgeschaltet”
werden kann.
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ist. Wiirde jedes Nukleon mit jedem anderem Nukleon wechselwirken, wére eine Abhéngig-
keit in A(A—1)/2 statt in A zu erwarten. Diese sogenannte Sittigung der Kernkraft fiihrt
zu einer im Inneren fiir alle Kerne gleichen Dichte von etwa 0.16 Nukleonen /fm?. Der néichs-
te Term in ag beriicksichtigt den reduzierten Beitrag zur Bindungsenergie von Nukleonen
an der Kernoberfliche. Der Summand in ac bringt die Coulombabstofsung der Protonen
zum Ausdruck und der Term in as wird als Asymmetrieenergie bezeichnet. Fiir kleine
A sind Kerne mit gleicher Neutronen- und Protonenzahl bevorzugt, wihrend fiir schwe-
re Kerne ein Neutroneniiberschuss giinstiger ist, um der Coulombabstofsung der Protonen
entgegenzuwirken. Der letzte Term in GI. (2.1) beschreibt schlieflich die Paarungsenergie,
wonach gerade Anzahlen von Protonen und Neutronen giinstiger sind. Fitwerte fiir die fiinf
Parameter ay, ..., 6 an experimentelle Daten sind in [27] zu finden.

Die von uns betrachtete unendlich ausgedehnte Kernmaterie ist weitgehend im Inneren
eines endlichen, aber sehr grofsen und schweren Kerns realisiert. Komplizierte Rand- und
Oberfldcheneffekte (Term in ag in Gl. (2.1)) spielen keine Rolle. Zudem lassen wir die Cou-
lombkrifte zwischen Protonen und die Paarungsenergie aufer Acht. Unsere Uberlegungen
betreffen also im Wesentlichen den Volumenterm und in Kap.5 auch den Asymmetrie-
beitrag. Fiir isospin-symmetrische Kernmaterie ist die Umgebung des Sattigungspunktes
experimentell zugénglich und gibt Vergleichswerte fiir unsere Rechnungen vor.

Der Fermiimpuls bzw. die Baryonendichte am Sittigungspunkt lassen sich aus Daten zu
quasi-elastischer Elektron-Kern Streuung herausarbeiten (vgl. [14] und Referenzen dort):

ko= (2624+4)MeV & py = (0.158 4 0.008) fm > . (2.2)

Das Minimum der Energie pro Teilchen E(k;) bei ko hat einen Wert von (zitiert z.B. in
[28]): )
Ey=(—16+1)MeV . (2.3)

Dieser Wert entspricht sehr gut dem Volumenterm der Bethe-Weizsidcker Massenformel
tiberein: ay ~ 15.4MeV (in [27]).

Im Séttigungspunkt wird die Kriimmung der Kurve fiir die Energie pro Teilchen E(k;)
durch die sogenannte Kompressibilitét beschrieben (siehe [29]):

5k = (220 £ 50) MeV . (2.4)

Dieser Wert lédsst sich im Prinzip aus experimentellen Werten fiir die Energien isoskalarer
Monopolvibrationen (Riesenmonopolresonanzen GMR) von schweren Kernen extrahieren.
Die Diskussionen iiber den genauen Wert sind jedoch kontrovers (siehe [30]) und beispiels-
weise relativistische mean-field Rechnungen ergeben einen héheren Wert um die 260 MeV
(vgl. ebenfalls [30]).

Bevor wir unsere Berechnungen und deren Vergleich mit den gegebenen Werten anstellen,
wollen wir einen Schritt zuriickgehen und, wie angekiindigt, zunéchst eine kurze Einfiihrung
in die zugrundeliegende, fundamentale Theorie geben.
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2.2 Quantenchromodynamik

Die QCD ist die nicht-abelsche Eichtheorie der starken Wechselwirkung. Die punktférmigen
aber massiven Quarks, welche Spin % tragen, treten in sechs flavors auf: up (u), down (d),
strange (s), charm (¢), bottom (b) und top (¢). Die der QCD zugrundeliegende Eichgruppe
ist die Farb-SU(3)c.

Bezeichnet man die drei Farbfreiheitsgrade mit rot (R), blau (B) und griin (G), so kann
man die Quarkfelder allgemein schreiben als:

\I/R(.T)
U=U(x)=| Up(z) ) (2.5)
Ue(z)

Setzt man voraus, dass alle sechs flavors eine Rolle spielen, so besteht jedes W;(x), i €
{R, B, G}, aus sechs vierkomponentigen Diracspinoren, hat also 24 Komponenten.
Unter einer lokalen Farb-Eichtransformation

U(z) = exp (—z%(x)) (2.6)

an einem beliebigen Raum-Zeit-Punkt transformieren sich die Quarkfelder geméf
U — U =U(z)V, (2.7)

Die A\; = t,/2, a € {1,...,8}, gehorchen als Generatoren der SU(3)c der Lie-Algebra mit
[Aa, Ao] = 2ifape (die fape sind die total antisymmetrischen Strukturkonstanten) und wer-
den in der Standarddarstellung durch die Gell-Mann Matrizen reprisentiert. Die ©,(z)
sind acht reelle und lokale Parameter.

Die Eichtransformation, Gl. (2.6), muss die Lagrangedichte invariant lassen, was die Ein-
fiihrung von acht Eichfeldern AZ erfordert. Sie reprisentieren die masselossen Spin 1-
Eichbosonen, die Gluonen.

Zusammen mit der kovarianten Ableitung

8
: A a
D,=0,— lgz ?Au(x) (2.8)
a=1

und dem gluonischen Feldstérketensor
G, = 0,A(x) — 8,,AZ(:U) + gfabcAZ(:c)A,‘i(a:) (2.9)

lautet die QCD-Lagrangedichte, der Schliissel zur starken Wechselwirkung, schlieflich:

. L g
Locp = V([iD A" —mg)¥ — ZGWGZ : (2.10)
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Abgesehen von einer Renormierungsskala beinhaltet die Quarkmassenmatrix m, mit den
Massen der Stromquarks (siehe [31]) die einzigen, laufenden Parameter der QCD.

Aus dem letzten Term in GI.(2.9) ist ersichtlich, dass nicht nur die Quarks Farbladung
tragen und iiber den Austausch von Gluonen wechselwirken, sondern dass auch die Gluo-
nen selbst farbgeladen sind und untereinander wechselwirken, was die Theorie der starken
Wechselwirkung nichtlinear macht. Die Tatsache, dass die Generatoren nicht kommutie-
ren (dass also die Gluonen auch miteinander wechselwirken), wird fiir die asymptotische
Freiheit (die QCD kann im Hochenergielimes perturbativ behandelt werden) und fiir das
confinement (beobachtbar sind nur hadronische Farbsinguletts und niemals freie Quarks)
verantwortlich gemacht.

Da die laufende Kopplung der starken Wechselwirkung, a,(Q) = 924(7?), fiir niedrige Ener-
gien und Impulse, Q? < 1 GeV, wie sie fiir uns von Interesse sind, von der Grofenordnung
eins ist, ist eine perturbative Behandlung der QCD in diesem Bereich nicht mehr moglich
und man muss zu Gitter-QCD oder (wie in unserem Fall) zu effektiven Feldtheorien iiber-
gehen. Damit diese physikalisch Sinn machen, miissen sie die Symmetrien der zugrunde
liegenden QCD beachten, welche im Folgenden kurz vorgestellt werden.

2.3 Symmetrien der QCD

Die Wechselwirkungen in der QCD sind durch die lokale SU(3)c-Farbsymmetrie festgelegt.
Weitere globale, unitiare Transformationen fiihren geméifs dem Noethertheorem zu Erhal-
tungsgrofen.

Von jetzt an beschrinken wir uns auf zwei flavors, ndmlich v und d. Diese Quarks sind
sehr leicht im Vergleich zu denen der vier anderen flavors. Bei niedrigen Energien konnen,
¢, b und t in erster Ndaherung als unendlich schwer betrachtet werden, d.h. ihre aktiven
Freiheitsgrade sind eingefroren. Auch s-Quarks sind in diesem Sinne bereits “schwer” und
werden nicht als aktive Freiheitsgrade behandelt.

Das Quarkfeld ¥ hat nun 24 Komponenten (3 Farben - 2 flavors - 4-Spinorkomponenten).
Da im Folgenden die flavor-Freiheitsgrade entscheidend sind, wéihlen wir jetzt die Schreib-
weise

U= U(z) = ( gzgg ) . (2.11)

Die einfachste Transformation, die die QCD Lagrangedichte (Gl.(2.10)) invariant l&sst,
ist die Multiplikation der Quarkfelder mit einem globalen Phasenfaktor, also eine U(1)-
Symmetrie:

U — exp(i©) V. (2.12)
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Der zugehorige erhaltene Strom und die Ladung, die die erhaltene Baryonenanzahl (auf
1/3 pro Quark normiert) darstellt, sind:

JH(z) = %\If(:p)v”llf(:p) ; B = %/ B U (2)W(z) . (2.13)

Fiir den Fall identischer Quarkmassen m, = m, gibe es auferdem eine SU(2) flavor-
Symmetrie, die sogenannte Isospinsymmetrie. Die Lagrangedichte der QCD wére invariant
unter der Transformation i

U exp (z’@a;) v, (2.14)

wobei die 7,, a € {1,2,3}, die Generatoren der SU(2) sind - in der Standarddarstellung
die Paulimatrizen. Die dazugehorigen erhaltenen Vektorstrome und Ladungen lauten:

Ta

Vi) = B

g U(z) ; Q= / & \IIT(x)%\If(x) . (2.15)
Da die Quarkmassen jedoch voneinander abweichen, ist diese Isospin-Symmetrie leicht ex-
plizit gebrochen.

Die fiir uns entscheidende Symmetrie betrifft die Chiralitit der Quarks. Zunichst neh-
men wir dazu m, = mgq = 0 an (chiraler Limes). Masselose Spin 3-Teilchen sind von
definierter Chiralitdt und die Felder lassen sich auf links- bzw. rechtshindige umschreiben:

1

Die Lagrangedichte (GI. (2.10)) ist dann symmetrisch unter den SU(2)g x SU(2)-Trans-
formationen . .
Up — exp (Z@%Ea) Urp ; Y, —exp (z@aLEa) Uy . (2.17)

Die erhaltenen links- und rechtshindigen Strome addiert bzw. subtrahiert man gewdhn-
lich und ermittelt so die erhaltenen Vektor- bzw. Axialvektorstréme und deren zugehorige
Ladungen:

Vi@) = B@ptRU@) QY = [ErV@Iu@
Ab(r) = U@)r3U(n) Q) = [ davia)Eu(). |
Wiirde ein “triviales” Wigner-Weyl Vakuum vorliegen (d.h. QY|0) = Q#|0) = 0), so diirfte
man in der Natur nur Paritdtsdubletts beobachten: Jeder Zustand negativer Paritét miisste
einen Partner positiver Paritit und gleicher Masse besitzen. Dies ist nicht der Fall (z.B.
m, ~ 0.77GeV & m,, ~ 1.23GeV) - der Grundzustand der QCD teilt die chirale Symme-
trie nicht und sie ist spontan gebrochen.
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Da im betrachteten chiralen Limes m, = mg(= 0) gilt, ist jedoch die bereits oben be-
sprochene SU(2) flavor-Symmetrie, die hier mit der Vektorsymmetrie iibereinstimmt, er-
fiillt, d.h. QY]0) = 0. Daher muss die axiale SU(2)4-Symmetrie spontan gebrochen sein,
Q4]0) # 0, und insgesamt ist die chirale Symmetrie auf die Isospinsymmetrie reduziert,
SUR(2) x SU(2), — SU(2)y (Nambu-Goldstone Realisierung des Grundzustands). Ge-
mafk Goldstone’s Theorem gibt es dann drei masselose, pseudoskalare Mesonen, die mit
den Pionen 7%, 7 identifiziert werden. In der Natur sind sie nicht exakt masselos (myo ~
134.98 MeV, m,+ =~ 139.57 MeV, siehe [31]), da die chirale Symmetrie durch die kleinen,
aber endlichen Massen von v und d auch ezplizit gebrochen ist. Die Ubergangsamplitu-
de der Goldstonebosonen iiber den Axialvektorstrom ins Vakuum 2, (0|A¥(z)|my(p)) =
ip"Oap foe P%, legt mit der Pionzerfallskonstante fy (hier im chiralen Limes) eine wichtige,
dimensionsbehaftete Grofe fest: fr = fo(1+ O(my)) ~ (92.4 £ 0.3) MeV (siehe [31]).

Im hadronischen Massenspektrum nehmen die Pseudo-Goldstonebosonen eine Sonderrolle
ein, denn alle Baryonen- und die meisten Mesonenzustinde liegen etwa A, ~ 47 f; ~ 1 GeV
iiber dem Grundzustand, wiahrend die Pionen nur knapp iiber diesem in der Liicke liegen.
Diese Skalentrennung ist der Schliissel um niederenergetische QQCD mit systematischer,
chiraler Storungstheorie anzugehen und aktive Freiheitsgrade auszuwéhlen.

2.4 Chirales Kondensat

Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie geht einher mit einer nicht-perturbativen
Umordnung des Grundzustands (Vakuum). Dieser ist von Quark-Antiquark-Paaren bevol-
kert, deren skalare Dichte einen von Null verschiedenen Erwartungswert, das chirale Kon-
densat, hat. Es lasst sich im Grundzustand, beschrinkt auf die flavors u und d, schreiben
als:

Auch méglich ist diese Darstellung mit YW = UpW; + U; U, die das chirale Kondensat
als Mak fiir die Mischung links- und rechtshindiger Quarks charakterisiert. Damit wird
anschaulicher aufgezeigt, warum der Grundzustand die chirale Symmetrie nicht teilt.

Die exakte, formale Definition des chiralen Kondensats bezieht den Quarkpropagator
Sp(x,y) = —i(0|7¥(2)¥(y)|0) ein und lautet (¥W)y = —i Trlim, ., Sp(z,y).

Der enge Zusammenhang zwischen spontaner Brechung der chiralen Symmetrie und dem
nicht-verschwindenden chiralen Kondensat lisst sich durch die Einfiihrung der pseudoska-
laren Dichte P,(x) = W(x)y57,¥(x) herstellen. Leitet man die (gleichzeitige) Kommuta-
torbeziehung [Q7, P,) = —0, ¥V (mit Q7 aus GI.(2.18)) her und bildet auf beiden Seiten
den Erwartungswert, ergibt sich Q]0) # 0 <= (¥W¥), # 0.

Aquivalent zum chiralen Kondensat repriisentiert auch die Pionzerfallskonstante f, ein
Mafs fiir die spontane Symmetriebrechung. Dies erkennt man u.a. an der Gell-Mann, Oa-
kes, Renner (GOR) Beziehung, die auch einen Zusammenhang zwischen m, und m, bzw.

*Normierung des Zustandsvektors |m,(p)) mit Viererimpuls p*: (7, (p)|ms(p')) = 2E,(2m)38,0% (5—7')).



2.4 Chirales Kondensat 11

mg herstellt (die endliche Pionmasse ist ein Indiz fiir die explizite Symmetriebrechung):
1 _
m2f? = —§(mu + myg)(uu + dd)o + O(mid) . (2.20)

Aus der fiihrenden Ordnung folgt bei einer Renormierungsskala von 1 GeV mit m,, +mg =~
13MeV (siehe [31]) und annihernder Isospinsymmetrie: (tu)q = {(dd)g ~ —1.6 fm 3.

Von besonderem Interesse ist in unserem Fall auch das Feynman-Hellmann Theorem, dem-
zufolge das chirale Kondensat eindeutig aus der Gesamtenergie pro Nukleon, My + E(kf),
abgeleitet werden kann.

Trennt man die Hamiltondichte der QCD, Hgcep. in ihren Anteil im chiralen Limes H%CD
und in die Massenterme (mit m, = (m, +mq)/2):

Haoep = Hoep + mativ + madd = Hoyep + mg(tu + dd) (2.21)

so gilt fiir die Energiedichte €, = (p|Hocp|p) eines Zustandes |p) mit der Baryonendichte
p das Feynman-Hellmann Theorem:

Oe,

om,

OHgep

o, lp) = (au +dd), . (2.22)

= {p|

Andererseits folgt aus der fithrenden Ordnung der GOR-Relation (GI. (2.20) erlaubt es u.a.
die Ableitung nach der mittleren Quarkmasse durch die Ableitung nach der Pionmasse
auszudriicken 3):

Oe,, sy O(e, — €0)

om,  Omg, | Omg

1 d(ep—eo)
2m,f2  dm,

~ (tu + dd)o |1 (2.23)

Kombiniert man die letzten beiden Gleichungen, ergibt sich fiir die Abhangigkeit des chi-
ralen Kondensats von der Baryonendichte:
(wutdd), p dMx+E(p)
(uu + dd)g 2m, f2 dm., '

(2.24)

Dieses Verhalten werden wir in Kap. 7 kurz analysieren.

Das chirale Kondensat ist ferner eng verbunden mit den Skalen im hadronischen Massen-
spektrum. Aufbauend auf QCD-Summenregeln zeigt Toffe’s Formel in fiihrender Ordnung,
472

My=——5 <00 > ..., (2.25)
AB

3Da die Quarkmassen in der QCD (neben einer Renormierungsskala, die in der Hamiltondichte aber
nicht vorkommen darf) die einzigen Parameter darstellen, ist die partielle Ableitung hier gleichbedeutend
mit einer totalen Ableitung nach der Quarkmasse. Bei der Transformation auf die Pionmasse muss man
jedoch die totale Ableitung anschreiben, da in der Energiedichte Skalen, wie z.B. g4 und f,, vorkommen,
die von den Quarkmassen abhéngen. Thre Abhangigkeit von der Pionmasse zeigt sich dann aber nur implizit
und darf nicht vernachlissigt werden.
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dass die spontane Brechung chiraler Symmetrie einen grofsen Beitrag zur Masse des Nukle-
ons beisteuert und damit mitverantwortlich dafiir ist, dass der niedrigste Anregungszustand
(mit Ausnahme der Pseudo-Goldstonebosonen) um etwa A, vom QCD-Grundzustand ge-
trennt ist. 4

2.5 Chirale Storungstheorie

Die angesprochene Energieliicke im hadronischen Massenspektrum trennt kleine und grofe
Energieskalen (im Vergleich zu A, ) und bietet sich zur Konstruktion einer effektiven Feld-
theorie direkt an. Die zugehorige effektive Lagrangedichte gehorcht allen relevanten Sym-
metrien der fundamentalen Theorie, hier der QCD. Die leichten Teilchen, hier die pseudo-
skalaren Pionen (wir betrachten weiterhin nur aus « und d aufgebaute Teilchen), werden
als aktive Freiheitsgrade eingefiihrt, wihrend die schweren eingefroren sind. Die Idee der
effektiven Feldtheorie (EFT) macht davon Gebrauch, dass die Energien und Impulse der
aktiven Freiheitsgrade im betrachteten Energiebereich klein gegen die charakteristische
Skala A, sind, und man betreibt eine systematische Entwicklung in denselben. Diese be-
zeichnet man im betrachteten Fall als chirale Stérungstheorie (xPT).

Zur Konstruktion von L.s; (ohne Baryonen) (vgl. [32, 33]) fithrt man die Pionen durch
eine 2 x 2 Matrix U(z) € SU(2) ein, z.B. in folgender, géngiger Darstellung:

U(x) = exp (m) : (2.26)
fo

Hierbei umfasst 7'(x) die drei Isospinkomponenten des Pions.

Aquivalent zur Entwicklung nach den Viererimpulsen der Pionen ist eine Entwicklung nach

O0"U, wobei die Lorentz-Invarianz nur gerade Potenzen der Ableitungen zulédsst (vernach-

ldssige einen irrelevanten, konstanten Term):

2 4
Lor(U,0°U,..) = LD, + LG, + ... (2.27)
Der fithrende Term (das sogenannte nicht-lineare o-Modell) hat folgende Form:

mafs

@ _ S0 et
£y = TV O] + gl

Tr[mg(U + UM, (2.28)
wobei der zweite Summand die fiihrende Korrektur aufgrund der expliziten Symmetrie-
brechung (endliche Quarkmassen) ist. Entwickelt man noch bis einschlieflich der zweiten
Ordnung in 7, so erhélt man (ein konstanter, bedeutungsloser Term wird wieder vernach-
lassigt):

1

1
Q%:auﬁ&%—yﬁ#+0ﬁﬂ. (2.29)

4Ap ~ 1GeV, das Borelmaf, trennt in der Berechnung der QCD-Summenregeln lang- und kurzreich-
weitige Dynamik.
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Das Nukleon als niedrigste Baryon-Anregung des QCD-Vakuums spielt in Uberlegungen
zur Kernmaterie natiirlich die zentrale Rolle, fehlt in der bisherigen baryonenlosen Theorie
aber noch voéllig. Die entsprechende Erweiterung von L.¢y um Baryonen erfordert eine
lingere Herleitung (vgl. [32]) und wir beschrénken uns auf die Angabe des Ergebnisses bis
in einschlieklich zweiter Ordnung im Pionenfeld (ohne elektromagnetische Kopplungen):

— _ 1 _
'Ceff - \PN(i/yuau - MN)\I/N - égTA\I/N'YM"YEJF\I/N -OM T — 4—J02\IIN”}/M7?\I/N T X OPT
ON = -2

Der ox-Term, oy = My — M, bezeichnet den Unterschied der physikalischen Nukleonmasse
My zu ihrem Wert M, im chiralen Limes, und g4 ist die Axialvektor-Kopplungskonstante
des Nukleons.

Eine Hauptschwierigkeit im Vergleich zum baryonenlosen Fall mit der einzigen grofen Ska-
la f, ist die Existenz des zuséitzlichen, dimensionsbehafteten Parameters My. Loop-Effekte
kénnen von der Ordnung (My/(47f,))? ~ 1 sein, und die Reihenentwicklung wire dann
nicht mehr konsistent. Um wieder ein systematisches Zahlschema herzustellen, muss My
aus ES}[} eliminiert werden. Dazu betrachtet man das Nukleon als sehr schwer (“Heavy-
Baryon”-Limes), was im Prinzip einer nichtrelativistischen Entwicklung in 1/My und einer
Beschrénkung auf die fithrenden Ordnungen gleichkommt (vgl. [34]).

In fritheren Arbeiten zur Pion-Nukleon-Dynamik in Kernmaterie hat sich herausgestellt
(siehe [15]), dass auch der niedrigste Anregungszustand des Nukleons von Bedeutung ist.
Beschrénkt auf den niederenergetischen Bereich reicht es aus, die A(1232)-Anregung auf-
zugreifen, welche stark ans wN-System koppelt (ganr = 2¢.x). Im “Heavy-Baryon”-Limes
tritt im Propagator nicht die Masse der A-Resonanz selbst auf, sondern nur deren Diffe-
renz zur Nukleonmasse, d.h. A = M — My. Diese ist mit A &~ 293 MeV von der gleichen
Grofenordnung wie der Fermiimpuls £y und zahlt damit neben £y und m, zu den kleinen
Skalen. Deshalb behandeln wir die virtuelle A-Anregung explizit, anstatt sie, wie dies oft
getan wird, in Niederenergiekonstanten der effektiven Lagrangedichte zu absorbieren (vgl.
[35]).
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Kapitel 3

Das universale NN-Potential Vj,,,

An die kurze Einfiihrung in die QCD und in die daraus abgeleitete chirale Storungstheo-
rie schliefst sich eigentlich unmittelbar die Besprechung unserer Methode an. Wir wollen
diese kanonische Reihenfolge jedoch unterbrechen, um zunichst noch den dazu komple-
mentiren Vj,, ,-Ansatz vorzustellen. Dieser zeigt auf, dass im niederenergetischen Bereich
eine perturbative Behandlung von Kernmaterie {iber den langwelligen Grenzfall der frei-
en Nukleon-Nukleon (NN)-Wechselwirkung gerechtfertigt sein kann. Von dieser Aussage
machen wir ja auch mittels der chiralen Stérungstheorie Gebrauch.

3.1 Grundlagen

Wie in der Einleitung bereits angedeutet ist es problematisch, von Modellen fiir die freie
NN-Kraft auf die Vielnukleon-Wechselwirkung in Kernmaterie zu schliefen (fiir einen Uber-
blick vgl. u.a. auch [36]). Die Moglichkeit iiber die Aufsummation der In-Medium NN-
Streuung in Form der Briickner’schen G-Matrix ist energie- und systemabhéingig und be-
notigt in der numerischen Durchfiihrung meist zusétzliche Ndherungen. Lange schien es,
als ob eine perturbative Behandlung des Vielnukleonenproblems wegen der dominierenden
nicht-perturbativen Effekte ausgeschlossen wére: Allen voran durch den stark repulsiven
core bei kleinen Abstdnden, aber auch durch die iterierte Tensorwechselwirkung und die
Anwesenheit (nahezu) gebundener Zustdnde (Infrarotdivergenzen).

In den letzten Jahren wurde jedoch gezeigt (siehe [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12|), dass fiir ein
weiches Potential in Kombination mit dem Pauli-Prinzip, welches im Medium zusétzlich
zum Tragen kommt, doch eine stérungstheoretische Behandlung von Kernmaterie iiber die
NN-Wechselwirkung mdglich ist. Das niederenergetische und, wie sich herausstellt, uni-
versale NN-Potential Vj,, kann dabei aus einem beliebigen realistischen NN-Potential
hergeleitet werden.

Es gibt eine Reihe hochpriziser, freier NN-Potentiale, wie z.B. das Argonne v18 (vgl. [1]),
das CD Bonn (vgl. [2]) u.v.a.. In allen Modellen ist die Beschreibung der langreichwei-



16 Das universale NN-Potential Vi,

tigen Dynamik durch den Ein-Pion-Austausch identisch. Die zugehorigen, niederenergeti-
schen NN-Eigenschaften sind durch experimentelle Daten (elastische NN-Streuphasen fiir
Laborenergien Ej,;, < 350MeV und niederenergetische Deuteroneigenschaften) eindeutig
festgelegt. Diese geniigen aber nicht, um auch die attraktive mittel- und die repulsive
kurzreichweitige Struktur der NN-Wechselwirkung festzulegen. Die Details dieser nicht-
perturbativen Komponenten (fiir relative Impulse & > 2.1fm~! bzw. relative Abstiinde
r < 0.5fm) sind also nicht durch experimentelle Ergebnisse eingeschrinkt und werden,
basierend auf dem Austausch schwerer Mesonen, von Modell zu Modell unterschiedlich an-
gepasst. Daraus resultiert auch die Modellabhingigkeit bei der Briickner-Aufsummation.
Offensichtlich hat die genaue Form der kurzreichweitigen NN-Kraft aber keinen Einfluss
auf die niederenergetischen NN-Observablen, die ja von allen Modellen reproduziert werden
miissen. Es liegt deshalb nahe, zu deren Beschreibung von der vollen, modellabhéngigen
NN-Kraft auf eine einfache und effektive Kraft {iberzugehen, die sich auf den experimentell
gesicherten, niederenergetischen Bereich beschrinkt und damit modellunabhéngig ist.

Die chirale EFT erreicht dies durch die Beschriankung auf explizite Pion- und Nukleon-Frei-
heitsgrade und kodiert die schweren, “eingefrorenen” Freiheitsgrade in Kontakttermen. Da-
durch entsteht eine modellunabhéingige Beschreibung des niederenergetischen NN-Systems,
deren Prézision aber oftmals noch nicht die der phinomenologischen Modelle erreicht.
Der V., 1-Ansatz verbindet die Idee der EFT mit konventionellen NN-Modellen. Ausge-
hend von einem realistischen NN-Potential wird das universale V},,; konstruiert, wobei
sichergestellt ist, dass die niederenergetischen und experimentell gesicherten Observablen
mit, gleicher Prizision wiedergegeben werden. Wie in der chiralen EFT sind aber fiir das
weiche V,, r modellabhéingige Details iiber die hohen Impulsbereiche irrelevant.

3.2 Konstruktion des V},, -Potentials und Ergebnisse

Im Folgenden soll die Herleitung des universalen Niederenergiepotentials Vj,, . skizziert
werden. Als Ausgangspunkt dient, wie oben beschrieben, ein beliebiges, realistisches NN-
Potentialmodell, das notwendigerweise auch die kurzreichweitigen, nicht-perturbativen Ef-
fekte beriicksichtigt.

Fiir einen gewéhlten Streukanal ist die T-Matrix der NN-Streuung (mit Randbedingungen
der stehenden Welle) gegeben durch:

k:la Q)T(Q7 kf, k2) 1

" (3.1)

2 o0
T I = Vas () + 2P [ dg o
0

Die Streuphasenverschiebungen sind iiber die Diagonalelemente bestimmt durch tan §(k) =
—kT(k, k; k).

Nun beschrinkt man alle Schleifenintegrale und alle ein- und auslaufenden Impulse der
Nukleonen durch einen cut-off A und definiert eine analoge Version von GI. (3.1) fiir ein

IDie reelle Grofe, die diese Formel beschreibt, bezeichnet man manchmal auch als K-Matrix.
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effektives Potential Vi, 1:

%owk(ki, Q)Eowk (q, k; k2)
kQ _ q2

2 A
Trown (ks K2) = Viows (K ) + - P / dq ¢ (32
™ 0

Dieses Vi, p-Potential soll die gleichen niederenergetischen Zwei-Nukleon Observablen (Streu-
phasen, Bindungsenergie des Deuterons, etc.) mit ebenso hoher Genauigkeit reproduzieren
wie das volle NN-Modell Vxy. Dies zieht folgende Forderung nach sich:

Thown(K' ey k2) = T(K k; k) fiir &', k < A fiir beliebige A . (3.3)

Die Unabhéngigkeit der niederenergetischen T-Matrix von A fiihrt zu der Renormierungs-
gruppen (RG)-Gleichung, die den Fluss des Vi, in A beschreibt:

2 " N)T, Ak A2
i‘/lowk(kj, k?) = _‘/lowk(k, ) lowk( ,l{}, )

dA B 1— (k/A) (3.4)

Mit Vyn als Anfangsbedingung fiir grofe Werte des cut-offs lisst sich daraus Vj,, r nume-
risch integrieren. 2 Die RG-Gleichung kann z.B. auch iiber Bloch-Horowitz oder Lee-Suzuki
Transformationen hergeleitet werden (siehe [11]).

Durch die RG-Dezimierung, d.h. die Beseitigung der hohen Impulskomponenten, ist zu
erwarten, dass die Modellabhéngigkeit der kurzreichweitigen NN-Dynamik weitgehend eli-
miniert wird. Tatséchlich sind zwei der drei Griinde fiir nicht-perturbatives Verhalten durch
ausreichend kleine cut-offs, A ~ 2.1fm~!, im V},,; nicht mehr vorhanden: Die durch den
repulsiven core bedingten Divergenzen stehen, wie erwdhnt, in keinem Zusammenhang zu
physikalischen Observablen, und deren stark repulsiver Beitrag fallt mit den hohen Impuls-
komponenten heraus. Das gleiche gilt fiir den Einfluss der iterierten Tensorkraftbeitrige.
Nur der dritte Ausloser nicht-perturbativer Aspekte im Zweinukleonenproblem, ndmlich die
Pole von schwach gebundenen Zustidnden, werden als physikalische Observablen nicht durch
den cut-off beeintrichtigt. Hier hilft jedoch der Einfluss des Mediums in Form des Pauli-
prinzips: Sobald die NN-Wechselwirkung innerhalb eines Vielteilchenverbands betrachtet
wird, ist der Phasenraum, in den die Nukleonen bei ihrer Wechselwirkung streuen konnen,
deutlich eingeschrinkt. Dafiir ist neben dem mafgeblichen Pauli-Prinzip auch der cut-off
verantwortlich. Ein Verkleinern desselben unterdriickt die problematischen Zwischenzu-
stdnde immer stiarker (vgl. Abb.3.1). Anschaulich betrachtet, schneidet ein cut-off von
A < 2k fiir grofe Impulse des Nukleonpaares, P > 2ky, aber bereits in die Fermikugeln
(vgl. Figur 3.1) und man konnte in diesem Fall eine erneute cut-off Abhéngigkeit der Ob-
servablen befiirchten. Es zeigt sich jedoch, dass die Energie pro Teilchen selbst fiir noch
kleinere cut-offs kaum von A abhéngt und die anschauliche Begrenzung A > 2k zu streng
ist (siehe [4]).

Uber die RG-Gleichung, GI. (3.4), wird also aus einer vollen NN-Wechselwirkung mit nicht-

’Da die RG-Gleichung asymmetrisch in k und &’ ist, wird das erhaltene Vj,,,  nicht hermitesch sein.
Dies kann durch die Verwendung einer symmetrisierten Version von Gl. (3.4) behoben werden.
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A: P2 £ k| >k and [K| < A

Abbildung 3.1: Phasenraum der mit dem Pauli-Prinzip vereinbaren Zwischenzustinde
(schraffierter Bereich A) fiir Nukleon-Nukleon-Streuung. Der Gesamtimpuls der beiden
Nukleonen ist P und sie befinden sich anfangs im Fermisee F'. Die Wechselwirkung ist auf
Impulse kleiner als A beschrinkt. Figur aus [4] entnommen.

perturbativen Anteilen das effektive Potential Vj,, ;. entwickelt, welches nur den durch Ex-
perimente festgelegten Niederenergiebereich unterhalb des cut-offs beschreibt. Die Details
der kurzreichweitigen NN-Dynamik spielen keine Rolle mehr. Thre detailunabhéngigen Aus-
wirkungen auf die niederenergetischen Phianomene sind jedoch iiber die A-Abhéngigkeit des
Viow . beriicksichtigt. Die Skalierung des Vj,,, ,-Potentials mit A kann iiber die RG-Gleichung
direkt untersucht werden. Verringert man A, so zeigt sich, dass die Diagonalmatrixelemente
des Vi, fiir die verschiedenen Vix (den Ausgangspunkten in der RG-Gleichung) schliefs-
lich auf eine universale Kurve kollabieren (vgl. Abb.3.2). Dies geschieht fiir A ~ 2.1 fm™!
(was in der NN-Streuung einer Laborenergie von etwa 350 MeV entspricht). Die hohen Im-
pulskomponenten renormieren die niedrigen dann zu einem universalen V.

Damit ist anschaulich verdeutlicht, dass das auf den niederenergetischen Bereich beschriank-
te NN-Potential perturbativ auf Vielteilchensysteme angewendet werden kann. Auch frii-
her gab es bereits zahlreiche Ansiitze mit einem weichen NN-Potential (vgl. [4] und darin
enthaltene Referenzen), die sich jedoch alle als unfihig herausgestellt hatten, Kernmate-
rieeigenschaften zu reproduzieren (zu starke Bindung bei zu hohen Dichten).

Dies ist auf fehlende Vielnukleonen-Kréfte in diesen Modellen zuriickzufiihren. Sie fehlen
auch noch im vorliegenden Ansatz mit dem Vj,,, x-Potential, sobald man dieses in Betrach-
tungen von Kernmaterie anwendet.

Die Frage ist nun, wie grofs die Rolle dieser Vielkorper-Wechselwirkungen ist. Es hat sich
herausgestellt, dass insbesondere Dreikorperterme (gerade zur Beschreibung leichter Ker-
ne) eine wesentliche Rolle spielen und explizit behandelt werden miissen. Wechselwirkungen
mit mehr als drei Nukleonen sind dagegen meistens vernachléssigbar.

Die Einarbeitung der 3N-Kréfte in den V},,, ,-Ansatz stofst aber auf Schwierigkeiten, da die
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Abbildung 3.2: Enwicklung der Diagonalmatrixelemente des V,,,-Potentials fiir ver-
schiedene A als Funktion des Relativimpulses im 3S;-Kanal. Figur aus [6] iibernommen.

RG-Gleichung fiir ein kombiniertes Zwei- und Drei-Nukleonen-System noch nicht existiert.
Zum einen wiirde dies eine sehr genaue Kenntnis der 3N-Streuwellenfunktionen erfordern
und zum anderen gibt es mit Ausnahme der chiralen EFT keine konsistente Behandlung, die
eine Beziehung herstellt zwischen den vollen Vyn-Potentialmodellen und ihren angepassten
Drei-Nukleon-Kriften. Deshalb wird das Dreikérperpotential fiir jeden cut-off einzeln an
die fiihrende Ordnung der Dreinukleonenkraft aus chiraler EF'T angepasst. Letztere umfasst
in fithrender Ordnung den langreichweitigen Ein-Pion-Austausch, den mittelreichweitigen
Zwei-Pion-Austausch und eine kurzreichweitige Kontaktwechselwirkung (siehe [6] und dort
enthaltene Quellen). Die Parameter werden fiir jedes A durch die Bindungsenergien von
3H und *He in isospin-symmetrischer Kernmaterie festgelegt (siehe [7]).

Es zeigt sich, dass sich fiir A < 2.1 fm~! auch die so ermittelten Dreikérperterme perturba-
tiv behandeln lassen. Konkret ist damit (U®)|Vax|[0®) ~ (U3 |[Vax | W @) gemeint (|W™)
sei eine exakte Losung, die alle Wechselwirkungen zwischen maximal n-Teilchen beriick-
sichtigt).

Verwendet man das weiche V},,, ,-Potential nun in Hartree-Fock Rechnungen, um die Ener-
gie pro Teilchen in isospin-symmetrischer Kernmaterie zu ermitteln, so wird deutlich (vgl.
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Abb. 3.3 links), dass die Sattigung von Kernmaterie tatsichlich erst durch Einfiihrung der
Dreikorperkrifte erreicht werden kann. Man findet dann im untersuchten cut-off Bereich
ein Minimum von E ~ —(2.5 — 8) MeV fiir k;o ~ (1.1 — 1.3) fm~".

Die Séttigungskurve ist ndher zum empirischen Wert des Sattigungspunktes verschoben,
sobald noch Korrekturen zweiter Ordnung (fiir Details vgl. [4]) hinzugenommen werden
und man erhilt £~ —(11 — 12) MéV fiir k;o &~ (1.2 — 1.35) fm~!. Die cut-off Abhingig-
keit ist dann zudem drastisch reduziert (vgl. Figur 3.3 rechts).
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Abbildung 3.3: Mit dem V,,,-Potential und V3x berechnete Hartree-Fock Ergebnisse
(links) und Hartree-Fock Ergebnisse plus dominante Korrekturen zweiter Ordnung (rechts)
(Abb. aus [4] entnommen).

Das universale V},,, ,-Potential in Kombination mit Dreikorpertermen ist ein durchaus viel-
versprechender Weg zu einer systematischen Behandlung des nuklearen Vielteilchenpro-
blems. Nochmals kurz zusammengefasst, lisst er sich wie folgt beschreiben: Man startet
mit einem NN-Potential, das die experimentell gesicherten Niederenergieobservablen mit
hoher Genauigkeit reproduziert. Den zugehdrigen, in der Regel sehr grofen Phasenraum
dezimiert man durch einen cut-off nun auf einen viel kleineren Impulsraum im Niederener-
giebereich, so dass die erfassten Zweikérper-Observablen aber immer noch ebenso genau
reproduziert werden. Die modellabhéngigen Beitrdge von hohen Impulsen werden also in
den Niederenergiebereich transferiert und fiihren so zum universalen Vj,, ;. Mit diesem
resultierenden, weichen NN-Potential ist eine perturbative Behandlung von Kernmaterie
gerechtfertigt und auch erfolgreich, sobald Dreikorperkréfte mitberiicksichtigt werden.
Auch unser Ansatz baut auf einer perturbativen Beschreibung von Kernmaterie auf, der im
Folgenden erkliart werden soll. Im Gegensatz zum V},,, ,-Ansatz betreiben wir aber keine Ab-
leitungen ausgehend von phinomenologischen Vyn-Potentialmodellen, sondern berechnen
systematisch den expliziten Pionaustausch zwischen Nukleonen im Rahmen von chiraler
Storungstheorie. Da unser Ansatz sich auf die gleiche langreichweitige Dynamik beschrankt,
ist dennoch eine gewisse Ubereinstimmung mit dem V},,, .-Verfahren zu erwarten.



Kapitel 4

Die Zustandsgleichung von
isospin-symmetrischer Kernmaterie

In diesem Kapitel kniipfen wir an die Einfiihrung in die chirale Storungstheorie im Medium
(Abschnitt 2.5) an und stellen unsere Rechnungen zu isospin-symmetrischer Kernmaterie
explizit vor. Im Gegensatz zum V)., -Ansatz bendtigen wir kein empirisches Nukleon-
Nukleon Potentialmodell als Ausgangspunkt sondern bauen die Betrachtungen direkt auf
allgemeinen Prinzipien auf. Zu Beginn werden die Grundlagen erldutert und die verwende-
ten Feynmanpropagatoren und Vertizes vorgestellt. Dann folgt eine kurze Beschreibung frii-
herer Rechnungen, die durch die Einfiihrung einer TNN-Vertexfunktion modifiziert werden.
Die resultierenden Formeln fiir isospin-symmetrische Kernmaterie stellen wir anschliefend
im Detail dar und werten sie beziiglich des Sattigungsverhaltens ausfiihrlich aus.

4.1 Grundlagen

Die Energiedichte ¢(kf) des Grundzustands von Kernmaterie (p: Nukleonendichte) berech-
net sich aus der Summe aller unverbundenen Feynmandiagramme (also aller geschlossenen
Graphen ohne dufere Linien), die zusétzlich mit der imaginédren Einheit ¢ zu multiplizieren
ist. Dies ldsst sich aus einer storungstheoretischen Behandlung der Zwei-Punkt Korrela-
tionsfunktion wechselwirkender Felder ableiten und beispielsweise in [37], Kap. 4.4, nach-
lesen.

Die Zustandsgleichung in Form der Energie pro Teilchen (abziiglich der Ruheenergie des
freien Nukleons) ergibt sich dann zu:

- e(ky)
E(ks) = — My . (4.1)

p(ky)
Dieser allgemeine Ansatz soll nun mittels der chiralen Storungstheorie (xPT) bearbeitet,
d.h. konkret in Potenzen des Fermiimpulses k; entwickelt werden. Dabei ist zu beachten,
dass in der Umgebung des empirischen Sattigungspunktes die Pionmasse m.; in der gleichen
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Grofenordnung wie kro liegt (m, = kyro/2), d.h. ebenfalls klein im Vergleich zur charak-
teristischen Skala der xPT ist. Das Verhéltnis k;/m, =: u ist demnach von der Ordnung
O(1) und darf nicht entwickelt werden, was der chiralen Entwicklung von Gl. (4.1) folgende
allgemeine Form gibt:

E(kp) =) Fu(u)-k}. (4.2)

Unter der Annahme, dass diese Entwicklung konvergiert und k; hinreichend klein ist, bre-
chen wir in unseren Rechnungen nach der fiinften Potenz im Fermiimpuls ab:

5

E(kp) =Y Fu(u)-k}. (4.3)

n=1

Die nicht-trivialen Koeffizienten dieser Entwicklung sollen nun (abgesehen von der kineti-
schen Energie) explizit iiber Feynmandiagramme berechnet werden. Eben weil die Pion-
masse, wie bereits erwidhnt, von der gleichen Grofenordnung wie der Fermiimpuls ist,
fiihren wir die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen im betrachteten Energiebereich
ausschlieflich auf Pionaustauschprozesse zuriick.

Zunidchst muss man sich iiberlegen, welche der Vakuumgraphen bis zur Ordnung k? bei-
tragen. Eine erste, einfache Abschétzung (analog zu [37], Kap. 10) sagt fiir ein Diagramm
mit L Schleifen einen Term

EL(k?f) = k‘J%L_lFQL_l(U) (44)

voraus, wie folgendes Argument zeigt:

Sei L die Anzahl aller Schleifen (nicht nur der reinen Fermionschleifen), Py bzw. P, die
Anzahl der Nukleon- bzw. Pionpropagatoren und V' die Anzahl der Vertizes. Setzt man die
Energiedichte (k) Schritt fiir Schritt mit den Feynmanregeln an, so erscheint ky mit der
Potenz:

D :=(Exponent von k; im Zihler) — (Exponent von ks im Nenner) = 4L — Py — 2P, +V,
wobei der erste Term aus den Schleifenintegrationen resultiert. Geht man von der Energie-
dichte auf die Energie pro Teilchen iiber, reduziert sich D nochmals um 3 und man erhiilt
D =4L — Py — 2P, +V — 3 als Potenz von ky.

Betrachten wir konkret das Beispieldiagramm in Abb. 4.1, welches zum irreduziblen Zwei-
Pion-Austausch zdhlt und L = 3 Schleifen umfasst. Mit jedem der vier Vertizes ist ein Pion
verbunden und jeder Pionpropagator grenzt stets an zwei Vertizes, also gilt V = 2P, =4
und ferner Py = 4. Es ergibt sich somit D = 2L +2 = 8 bzw. D = 2L — 1 = 5. Das
betrachtete Diagramm mit L = 3 Schleifen tragt also in fiinfter Potenz von k; zur Energie
pro Teilchen bei.

Analog lésst sich fiir die meisten Feynmandiagramme der Zusammenhang D = 2L — 1
finden. Dieser Regel zufolge wire eine Rechnung bis zur Ordnung k? gleichbedeutend mit
einer Kalkulation aller Diagramme mit bis zu drei Schleifen (Loops).

Allerdings gibt es Ausnahmen von der “(2L—1)-Regel”. Beim iterierten Ein-Pion-Austausch
beispielsweise steht im Energienenner die Differenz der kinetischen Energien zweier Nukleo-
nen, wodurch in der fithrenden nichtrelativistischen Ordnung die grofse Nukleonmasse My
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Abbildung 4.1: Beispieldiagramm des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches zur Demonstration der “(2L — 1)-Regel”. Die durchgezogene
Linie stellt den Propagator eines Nukleons dar, welches auch im ange-

regten A-Zustand vorliegen kann.

Abbildung 4.2: Vier-Loop-Diagramme mit doppelt iteriertem FEin-
Pion-Austausch bzw. mit drei Nukleonschleifen (rechts).

im Zahler steht (vgl. dazu auch [35]). Die Eins-Eins-Korrespondenz zwischen der Schleifen-
und der chiralen Entwicklung in k; ist gestdrt: Der iterierte Ein-Pion-Austausch tréigt
in der Ordnung k;% bei und nicht erst, wie von einem Drei-Loop-Diagramm erwartet, in
der Ordnung k? Dementsprechend ist auch damit zu rechnen, dass z.B. das Vier-Loop-
Fockdiagramm in Abb. 4.2 links, das den doppelt iterierten Ein-Pion-Austausch (oc M3)
beschreibt, bereits zur Ordnung k? beitrigt. ! Die Berechnung dieses Diagramms ist jedoch
auflerst schwierig, und die vorliegende Arbeit beschriankt sich generell auf die Drei-Loop-
Ordnung, obwohl dadurch einige Beitrage zur Ordnung k?‘ fehlen. Selbst andere Vier-Loop-
Graphen, die bereits zur Ordnung k? beitragen und deren analytisches Ergebnis bekannt
ist (wie z.B. das Diagramm mit drei Nukleonringen, vgl. Abb.4.2 und Anhang von [13])
werden konsequenterweise weggelassen. Die beschriebene Tatsache wollen wir nochmals
betonen: Wir betrachten systematisch alle fiihrenden nichtrelativistischen Terme in Drei-
Loop-Ordnung, was nicht ganz exakt mit einer Entwicklung bis einschliefslich k;? iiberein-
stimmt.

In die Berechnung der zugehorigen Graphen fliefen die bekannten Feynmanregeln ein. Im
Folgenden werden dazu noch einige Details gekldrt und andere verwendete Groéfen vorge-
stellt.

In den einzelnen Diagrammen muss das Medium, d.h. die Anwesenheit eines gefiillten
Fermisees von Nukleonen, in Form des Pauli-blockings im Nukleonpropagator beriick-
sichtigt werden. Dadurch nimmt letzterer in der Impulsraumdarstellung fiir die Temperatur

'Das zugehérige Hartreediagramm in Abb. 4.2 Mitte, verschwindet beim Auswerten der Spin- bzw.
Diracspuren.
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T = 0 folgende Form an (mit Viererimpuls p des propagierenden Nukleons):

Se(0) z(p + My)
FP p? — ME +ie sgn(|p'| — ky)
] 2 2 .,
= (p+ My) P M2 e 2m0(p” — My) ©(ky — |P']) ©(po) | .2 (4.5)
freier Anteil Medieneinschub

In GI. (4.5) handelt es sich um den voll relativistischen Propagator. Der Ubergang zum
nichtrelativistischen Limes durch Entwicklung in 1/My erfolgt bei dessen Verwendung erst
nach der vollstindigen Formulierung der relativistischen Energiedichte des jeweiligen Dia-
gramms und der Spurbildung.

Die additive Zerlegung des Nukleonpropagators in einen freien Teil (im Feynmangraph
symbolisiert durch eine Linie mit Pfeil) und einen Medienanteil (gekennzeichnet durch ei-
ne Linie mit doppeltem Querstrich) ist zum einen anschaulich und minimiert zum anderen
den Rechenaufwand. Dies ldsst sich exemplarisch fiir den Ein-Pion-Austausch zeigen. Das
zugehorige Feynmandiagramm kann analog zur Zerlegung in Gl. (4.5) in vier Beitrige auf-
spalten werden, vgl. Abb.4.3: Das linke Diagramm und allgemein jedes Diagramm ohne

Abbildung 4.3: Zerlegung des Feynmangraphen des Ein-Pion-
Austausches.

Medieneinschub tragen zu einer nicht messbaren Verschiebung der Vakuumenergie bei. Das
mittlere Diagramm und allgemein jedes Diagramm mit genau einem Medieneinschub sind
in der Renormierung der freien Nukleonmasse auf ihren physikalischen Wert My enthalten.
(Wir verwenden als Mittelwert zwischen Proton- und Neutronmasse My = 939 MeV).
Man kann sich also grofen Aufwand sparen, indem man von Anfang an nur die Diagramme
mit mindestens zwei Medieneinschiiben untersucht, welche eine messbare Verschiebung der
Energiedichte gegen das freie Fermigas, den Vakuumgrundzustand, beschreiben.

Als Pion-Nukleon-Vertizes treten bis zur betrachteten Ordnung der chiralen Entwick-
lung nur der Pseudovektor mNN-Vertex und der Tomozawa-Weinberg mmNN-Vertex auf

(vgl. [32]):

1

4—f2<gb — ga)gabc’rc . (46)
Die Pion-Viererimpulse ¢ sind dabei jeweils als aus dem Vertex auslaufend definiert. Als
Wert fiir die axiale Nukleonkopplungskonstante verwenden wir g4 = 1.3, was sich mittels

%ga%n und

2Eine kurze Wiederholung der Herleitung ist im Anhang A zu finden.
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der Goldberger-Treiman-Beziehung (vgl. z.B. [38]) in eine 7NN-Kopplungskonstante von
gnn = (Mx/fr)ga = 13.2 iibersetzt und gut mit dem empirischen Wert aus der Analy-
se von wN-Dispersionsrelationen (siehe [39]) iibereinstimmt. Fiir die Pionzerfallskonstante
setzen wir fr = (92.4 + 0.3) MeV ein (vgl. [31]).

Wie bereits in der Einfiihrung in 2.5 bemerkt, ist es angebracht, virtuelle A(1232)-Anre-
gungen in den Zwischenzustinden des Nukleons explizit zu beriicksichtigen, da die Mas-
sendifferenz A = Ma — My = 293 MeV klein gegen die Skala A, der chiralen Symmetrie-
brechung ist. Im nichtrelativistischen Grenzfall erhédlt man fiir den A-Propagator und
den A — 7N Vertex (vgl. [40] und dort angegebene Referenzen) :

v und — 394
ko — A +40t 22

Hierbei bezeichnet k° die Energie des propagierenden A (abziiglich der grofen Nukleonmas-
se, d.h. modulo My) und I* den Viererimpuls des emittierten Pions mit Isospinindex a. Die
2x4 Spin- und Isospinmatrizen S; und T, erfiillen die Beziehungen SiSj. = (20,5 — i€;,0%)/3
und TaTJ = (20ap — 1€apeTe) /3.

In Feynmangraphen symbolisieren wir die A(1232)-Anregung durch eine dicke Linie mit
Pfeil.

S-T,. (4.7)

Mit diesen Hilfsmitteln lésst sich die Energiedichte der einzelnen Diagramme nun syste-
matisch berechnen. Um dann mittels Gl. (4.1) auf die Energie pro Teilchen zu kommen,
benétigt man noch den Ausdruck fiir die Baryonendichte p(ky). In isospin-symmetrischer
Kernmaterie bei der Temperatur 7" = 0 sind die Fermiseen von Neutronen und Protonen
gleich hoch gefiillt und die Dichte ergibt sich als Funktion des Fermiimpulses zu:
d*p 2k}

plhy) =4+ [ G0tk — 1) = 32 (1.9
Der Faktor 4 resultiert aus den moglichen Spin- und Isospineinstellungen des Nukleons.
Unsere Rechnungen beziehen sich auf Kernmaterie homogener Dichte und unendlicher
Ausdehnung, d.h. Oberflichen- und Randeffekte werden nicht beriicksichtigt.

Der konkreten Berechnung der Zustandsgleichung von isospin-symmetrischer Kernmaterie
in Form der Energie pro Teilchen steht nun nichts mehr im Wege. Die Ausfiihrung der
Integrationen ist teilweise jedoch sehr anspruchsvoll, und nicht in jedem Fall erreicht man
ein geschlossenes Ergebnis. *

3Beachte, dass die Diagramme mit virtuellen A-Anregungen, die explizit iiber die Feynmanregeln mit
dem nichtrelativistischen A-Propagator bzw. -Vertex berechnet werden, dann von Anfang an nichtrelati-
vistisch anzusetzen sind - mit den entsprechenden Formen von Gl. (4.5) und Gl. (4.6).

4Ein kleiner technischer Hinweis: Wir benutzten fiir die Rechnungen Mathematica, zumeist in der Ver-
sion 5.0. Dort tauchte u.a. folgender Fehler auf: Fiihrt man eine Integration durch mit anschliefender
Transformation einer anderen Variablen, so ergab sich haufig nicht das gleiche wie in umgedrehter Vor-
gehensreihenfolge. Ferner sei angemerkt, dass die Version 4.1 oft fiir komplizierte Integrale verniinftigere
Darstellungen der Ergebnisse ausgibt als die neueren Versionen.
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Im folgenden Abschnitt gehen wir kurz auf die bereits existenten Rechnungen und deren
Ergebnisse ein und zeigen auf, welche Aspekte wir dabei noch verbessern wollen.

4.2 Friihere Rechnungen bei der Temperatur 7' = 0

In seiner Diplomarbeit (siehe [13], auch [17, 16, 18]) berechnete Stefan Fritsch alle Beitra-
ge mit bis zu drei Schleifen ohne explizite A(1232)-Anregungen. Divergente Anteile von
Schleifenintegralen im Zwei-Pion-Austausch wurden isoliert mittels eines cut-offs A im Im-
pulsraum regularisiert: Aus dem iterierten Ein-Pion-Austausch ergibt sich ein Term linear
in A, aus dem irreduziblen Zwei-Pion-Austausch ein Beitrag proportional zu A% bzw. zu
In Z. Diese Terme konnen auch als nullreichweitige NN-Kontaktwechselwirkung interpre-
tiert werden und parametrisieren die zur Sittigung von Kernmaterie nétigen kurzreichwei-
tigen Effekte. ® Durch die Feinjustierung des einzigen freien Parameters A auf A ~ 646 MeV
durchliuft die Sittigungskurve ein festgesetztes Energieminimum von Ey = —15.26 MeV
(verwendeter empirischer Wert) bei einer Sittigungsdichte von py ~ 0.178 fm™3. Dies
entspricht einem Fermiimpuls von kyo ~ 272.2MeV. Die Zustandsgleichung von isospin-
symmetrischer Kernmaterie wird demnach gut reproduziert und auch die Kompressibilitét
k =~ 255 MeV liegt im empirisch ermittelten Bereich.

Die bereits nach der Ordnung k;% abgebrochene chirale Entwicklung (also ohne den ir-
reduziblen Zwei-Pion-Austausch) kann den Sittigungspunkt mit einem etwas geringeren
cut-off von A ~ 611 MeV ebenfalls reproduzieren. Die Beitrige der Ordnung in k;fc (ohne
A-Resonanzen) spielen offensichtlich nur eine geringe Rolle, was auf die Konvergenz der
chiralen Entwicklung hoffen lasst.

Betrachtet man den chiralen Limes (bis in Ordnung k}l), so lasst sich der zugrunde liegende
Sattigungsmechanismus als Zusammenspiel eines attraktiven k;’c— und eines repulsiven k}l—
Terms erkldren. Dass auch im Fall masseloser Pionen Sattigungsverhalten auftritt, deutet
darauf hin, dass die explizite chirale Symmetriebrechung nicht entscheidend fiir die Bin-
dung von Kernmaterie ist.

Mit dem gewonnenen cut-off von A = 646 MeV wurden im gleichen Rahmen bis einschliefs-
lich k? die Asymmetrieenergie, die Zustandsgleichung von reiner Neutronenmaterie, so-
wie das effektive Einteilchenpotential betrachtet. Der Wert der Asymmetrieenergie von
Ao(kyso) ~ 33.8 MeV bei Sittigungsdichte stimmt hervorragend mit dem empirischen Wert
von 33.2MeV (siehe [42]) iiberein, wo aufwiindige Anpassungen an Nuklidmassen durch-
gefithrt wurden. Neutronenmaterie erweist sich als ungebunden, und das effektive Einteil-
chenpotential hat eine Tiefe von U(0, kfo) ~ —53.2 MeV.

PEin dhnlicher Ansatz bis zur Ordnung &} findet sich, wie bereits in der Einleitung erwihnt, auch in
[19, 20]. Dort wird allerdings eine attraktive, nullreichweitige Kontaktwechselwirkung eingefiihrt auf deren
Stiarke die Sattigung sehr sensitiv ist. Sowohl die Herkunft als auch die Iteration dieser Wechselwirkung
mit sich selbst und dem Ein-Pion-Austausch werfen Fragen auf. Zudem ist die Tiefe des damit berechneten
Einteilchenpotentials fiir das ruhende Nukleon mit U(0, ks o) ~ —20MeV viel zu klein und die effektive
Masse an der Fermikante stellt sich als negativ heraus, da Ejy;, + U(|p|, ks,0) nicht monoton mit dem
Betrag des Nukleonenimpulses |p'| steigt (vgl. [41]).
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Besonders hervorzuheben ist nochmals, dass neben der cut-off Regularisierung keine zusétz-
lichen Kontaktterme benétigt wurden, um kurzreichweitige Prozesse jenseits der Giiltigkeit
der chiralen Entwicklung zu parametrisieren.

Es traten jedoch auch Probleme auf. Sowohl die Asymmetrieenergie, als auch die Ener-
gie pro Teilchen in reiner Neutronenmaterie sind konvex und kriimmen sich fiir p >
0.2fm =2 wieder zu kleineren Werten. Das Einteilchenpotential wird von relativistischen
Dirac-Briickner-Rechnungen etwas tiefer vorhergesagt und vor allem monoton mit dem
Betrag des Nukleonenimpulses |p'| anwachsend. Dies ist in den Ergebnissen fiir |p'| >
180 MeV nicht der Fall. Die effektive Masse an der Fermikante ergibt sich dadurch mit
M (kfo) = 3.5My als deutlich zu grof.

Um diese Méngel zu beheben, wurden die beim Zwei-Pion-Austausch in den Zwischenzu-
sténden des Nukleons moglichen A(1232)-Anregungen explizit miteinbezogen (siehe [15]).
Sie spielen beispielsweise auch bei niederenergetischer Pion-Nukleon-Streuung eine grofie
Rolle. Die kurzreichweitige Dynamik wurde jetzt durch Zweikdrper- und Dreikorper-Kon-
taktterme (proportional zu p bzw. p*® und p?) repriisentiert, wodurch die Rechnung neben
A nun drei Parameter enthélt. Mit diesen ldsst sich der empirische Sattigungspunkt sehr
gut reproduzieren. Setzt man die gewonnenen Parameterwerte in der Asymmetrieenergie
und der Zustandsgleichung von Neutronenmaterie ein, so wachsen diese nun erwartungsge-
mafk monoton in der Dichte. Auch das effektive Einteilchenpotential zeigt ein realistisches
Verhalten und fiihrt an der Fermikante zu einer effektiven Masse von MY (kso) ~ 0.88Mx.

Die bereits existenten Rechnungen erweisen sich demnach als duferst erfolgreich in der
Beschreibung von Kernmaterie. Trotzdem werfen sie noch einige Unstimmigkeiten auf, die
im Folgenden beleuchtet werden:

e Trotz der Beschrinkung auf den niederenergetischen Bereich ist es nicht selbstver-
standlich, dass die Wechselwirkung von Pion und Nukleon als punktférmig angesehen
werden darf.

e Mit dem cut-off A erscheint neben f, und My eine weitere grofe Skala in der chira-
len Entwicklung und es muss sorgfiltig untersucht werden, ob das Zéhlschema noch
sinnvoll ist.

e Jedes Vakuumdiagramm liefert einzeln einen Beitrag zur Energie pro Teilchen, der
von der gleichen Grofenordnung ist wie die gesamte Bindungsenergie selbst. Dass
der empirische Sattigungspunkt so gut reproduziert werden kann, ist damit die Folge
einer sehr sensitiven Balance zwischen grofen attraktiven und repulsiven Beitréigen.
Der cut-off A muss sehr sorgfilltig feinjustiert werden. Es wire wiinschenswert be-
tragsmafig kleinere Einzelbeitrige aufzuaddieren und damit die Auswertung gegen
geringe Schwankungen von A zu stabilisieren.

e Die Einzelbeitrige werden unterschiedlich behandelt, da ausschliefslich die divergen-
ten Anteile von Schleifenintegralen mit dem cut-off regularisiert werden. Das Ab-
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schneiden hoher Impulskomponenten hat aber in erster Linie zum Ziel, kurzreich-
weitige Effekte, die auferhalb der Giiltigkeit der betrachteten niederenergetischen
Theorie liegen, aus derselben auszuklammern. Deshalb miissen die hohen Impuls-
komponenten, die zu konvergenten Schleifenintegralen genauso beitragen, fiir jeden
Beitrag (egal ob konvergent oder nicht) ausgenommen werden.

Die genannten Kritikpunkte sollen in der vorliegenden Arbeit beseitigt werden. Dazu grei-
fen wir den erstgenannten Aspekt auf und fithren eine 7NN-Vertexfunktion ein.

4.3 Die mtNN-Vertexfunktion

Jedem Wechselwirkungsvertex von Pionen und Nukleonen (welche auch im angeregten
A-Zustand sein konnen) wird nun zusétzlich eine TNN-Vertexfunktion vom Typ eines Mo-
nopolformfaktors zugeordnet:

A% —m? 1—r?
2\ T
AE) == = o (4.9)

A bezeichnet die Monopolmasse (m, < A < co) und ¢ den Viererimpuls des Pions. Der fiir
die konkreten Rechnungen etwas einfacher zu handhabende und dimensionslose Parameter
r wird definiert als r := m, /A.

Das Pion muss als virtuelles Teilchen nicht die Energie-Impuls-Beziehung ¢* = m?2 erfiil-
len. Die Vertexfunktion ist jedoch so konstruiert, dass sie fiir ein on-shell Pion die 7NN-
Kopplungskonstante nicht verédndert, d.h.

Fa(m2) =1. (4.10)

Die weiteren Eigenschaften der mNN-Vertexfunktion als Funktion von ¢? kann man sich
ohne Beschrankung der Allgemeinheit z.B. im Breitsystem (kein Energieiibertrag zwischen
den Nukleonen) klar machen. Dort gilt ¢° = 0 und damit Fy(g?) = %Zfz”. Der Betrag
dieser Funktion fillt von seinem endlichen Startwert monoton mit wachsendem ¢ ? auf
null ab. Hohe Impulskomponenten werden also, wie gewiinscht, durch die Vertexfunktion
unterdriickt. In friiheren Rechnungen wurde durch die cut-off Regularisierung eine scharfe
Grenze zwischen hohen und niedrigen Impulsen definiert, was der physikalischen Intuition
an sich widerspricht. Im Gegensatz dazu unterdriickt die Vertexkorrektur in einem konti-
nuierlichen Ubergang die Impulskomponenten umso stirker je hoher sie sind und “sieht”

somit einen fliefenden Ubergang zwischen kurz- und langreichweitigen Effekten.

Eine andere Sichtweise auf die Eigenschaften des Vertex-Formfaktors liefert eine Variation
in der Monopolmasse. Physikalisch sinnvoll ist ein Bereich von m,; < A < oo (1 > r > 0).
An dessen Grenzen ergibt sich bei festem ¢? # A? (fiir ¢> = m2 gilt stets Fy(m2) = 1):
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o i . (¢?) — 0: Die gesamte Piondynamik wird von der Vertexfunktion weggeschnit-
ten, d.h. eine Beschreibung von Kernmaterie iiber unseren Ansatz ist nicht mehr
moglich.

e Iy .o(¢*) — 1: Dies entspricht dem friiheren Grenzfall einer punktférmigen Wech-
selwirkung.

4.4 Beitrige zur Energie pro Teilchen

Wir wollen nun die konkreten Formeln der einzelnen Beitrdge zur Energie pro Teilchen
diskutieren, also die kinetische Energie und die Wechselwirkungen durch expliziten Pionen-
austausch. Letztere umfassen in dieser Arbeit, wie bereits erwéihnt, alle Diagramme mit bis
zu drei Schleifen. Die benétigten Feynmanregeln wurden in Abschnitt 4.1 dargestellt. In die
Wechselwirkung wird die 7NN-Vertexfunktion, Gl. (4.9), eingearbeitet und die Abhéingig-
keit der einzelnen Beitrdge von der Monopolmasse A ist von Interesse. Insbesondere stellt
sich auch die Frage nach einem Vergleich der Massenskala A mit der charakteristischen
Skala A, ~ 47 f; ~ 1.16 GeV der spontan gebrochenen chiralen Symmetrie. Desweiteren
wird der Bezug zur Skalenunabhéngigkeit der Energie und zur Renormierungsgruppe her-
gestellt.

Im Folgenden werden die einzelnen Beitrdge zur Energie pro Teilchen in isospin-symmetri-
scher Kernmaterie systematisch als Funktion von A ausgewertet. Die Einzelbeitrige wer-
den der Reihe nach mit einem Index nummeriert und in Abhéngigkeit von r = m, /A und
u = ky/m;, dargestellt.

Wir benutzen ferner eine Einteilung der geschlossenen Diagramme nach der Anzahl der Nu-
kleonschleifen. Dabei bezeichnen wir Feynmangraphen mit einer einzigen Nukleonschleife
als Fockdiagramme und solche mit zwei als Hartreediagramme.

Es sei nochmals angemerkt, dass in den Feynmandiagrammen der freie Anteil des Nukleon-
propagators, Gl. (4.5), durch eine Linie mit Pfeil, die A(1232)-Anregung durch eine dicke
Linie mit Pfeil und der Medieneinschub durch eine Linie mit einem doppelten Querstrich
symbolisiert werden.

SchlieRlich sei noch angefiigt, dass die Ordnung r° der darstellten Ergebnisse jeweils mit
den Resultaten der fritheren Rechnungen ohne mNN-Vertexkorrektur (siehe [13, 15]) iiber-
einstimmen muss. Alle Formeln wurden diesbeziiglich iiberpriift.

4.4.1 Kinetische Energie

Im Fermigasmodell bewegen sich die Nukleonen wechselwirkungsfrei in einem vorgegebe-
nen Volumen. Aufgrund des Pauliprinzips diirfen sich keine zwei Fermionen in Zustén-
den mit den gleichen Quantenzahlen befinden, weshalb bei der Temperatur 7' = 0 die
Verteilungsfunktion der Nukleonen eine Stufenfunktion ©(ky — |p'|) ist. Damit betrégt in
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isospin-symmetrischer Kernmaterie die kinetische Energie eines Nukleons im Mittel:

k2 3kL kS
10My  56M3 ' 48M3

Q

(4.11)

Der Faktor 4 in der ersten Zeile beriicksichtigt die Spin- und Isospinfreiheitsgrade des
Nukleons.

Die angegebene Korrektur proportional zu k? belduft sich fiir £y = 262 MeV nur auf etwa
3.0% des vorangehenden Terms in k;;% und ist damit praktisch vernachlédssigbar. Da wir
annehmen, dass die chirale Entwicklung konvergiert, nehmen wir ja auch die folgenden
Wechselwirkungsbeitrige, wie bereits erwdhnt, nur bis in Drei-Loop-Ordnung mit. Es tritt
dadurch in den folgenden Ergebnissen hochstens die fiinfte Potenz von kleinen Energie-
bzw. Impulsskalen (m,, kr, A) auf, wobei diese als gleichwertig gezéhlt werden.

4.4.2 FEin-Pion-Austausch

OO &

Abbildung 4.4: Hartree- und Fockdiagramm (mit zwei Medieneinschii-
ben) des Ein-Pion-Austausches.

Das Hartreediagramm (Abb. 4.4 links) des Ein-Pion-Austausches, der einfachsten Wech-
selwirkung zweier Nukleonen, liefert keinen Beitrag, da das Austauschpion aufgrund der
Impulserhaltung an jedem Vertex den Viererimpuls ¢* = 0 tragen muss. Fiir spin- und iso-
spinsymmetrische Kernmaterie mitteln sich iiberdies die Spin- und Isospin-Operatoren am
mNN-Vertex zu null und die Pion-Nukleon-Wechselwirkung verschwindet somit. Ein nicht-
verschwindender Beitrag resultiert dagegen aus dem Fockdiagramm (Abb. 4.4 rechts) mit
dem Symmetriefaktor % Wie in Abschnitt 4.1 erkldrt, muss nur das Diagramm mit zwes
Medieneinschiiben berechnet werden. Im Anhang C wird dies ausfiihrlich durchgefiihrt. Es
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ergibt sich folgendes Ergebnis:

_ 3gams | 1 3 2 1 — 3r?
Ey(kg,r) = (47lef7r)2 {S_u (1 =) + ﬁ) + arctan(2u) + 53 arctan(2ur)

1+ 12u? 2 —3r2 +12r2(1 — 2r3)u?

_ﬂln(1+4u2)_ r® 4 12r%( r)u
32u3 32r6yu3
m2 [ 1 3 —4r? +6r3(4 — 7r*)u?
+ — +9u
40MZE | 2u 2764,
5(—3 + 5r?) + 12r2(—1 + 3r?)u?
21>

In(1 + 4u27’2)} } : (4.12)

) In(1 + 4u?r?)

—(5 + 12u?) arctan(2u) +

arctan(2ur)

1 o 3 —4r?
—% ln(l -+ 4u ) — 78768”3

Hierbei ist wieder m, die Pionmasse, f, die Pionzerfallskonstante, g, die Axialvektor-
Kopplungskonstante und My die Nukleonmasse. Ferner gelten stets die Definitionen u :=
k¢/my und r := m,/A.

Der Ein-Pion-Austausch gehorcht der einfachen “(2L — 1)-Regel” (vgl. Abschnitt 4.1) und
liefert als Zwei-Loop-Diagramm einen Ausdruck in &3} (bzw. in m3, was aufgrund von
m = k}/u® dquivalent ist).

Fiir diesen Beitrag wurde die erste relativistische Korrektur proportional zu Myg? ebenfalls
berechnet und es zeigt sich, dass diese bereits sehr klein ist. Fiir eine Monopolmasse von
A = 1GeV und ky = 262MeV betrégt sie nur etwa —4.8% des fithrenden Terms. Dies
rechtfertigt die nichtrelativistische Behandlung der Nukleonen (den “Heavy-Baryon”-Limes)
und die Beschrinkung auf die fithrenden Terme der 1/My-Entwicklung im Folgenden.

4.4.3 TIterierter Ein-Pion-Austausch

Abbildung 4.5: Hartree- und Fockdiagramme des iterierten Ein-Pion-
Austausches mit zwei bzw. drei Medieneinschiiben.

Wie in Abschnitt 4.1 angedeutet, besitzt der iterierte Ein-Pion-Austausch im Zéhler des
fiihrenden nichtrelativistischen Terms den grofen Skalenfaktor My und trégt - entgegen
der einfachen “(2L —1)-Abschétzung” fiir Drei-Loop-Graphen - bereits zur Ordnung k;% bei.
Betrachtet man zunéchst die Diagramme mit zwei Medieneinschiiben, so kann deren Ver-
teilung nicht anders erfolgen als in den beiden linken Graphen in Abb. 4.5. Die Diagramme,
bei denen die Medieneinschiibe auf direkt benachbarten Propagatorstiicken sitzen, zdhlen
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zur Renormierung von Massen- und Kopplungskonstanten des Fockterms beim Ein-Pion-
Austausch und sind durch die Verwendung der physikalischen (also der renormierten) Kon-
stanten bereits beriicksichtigt.

Fiir das Hartreediagramm mit zwei Medieneinschiiben (Abb.4.5 links) mit dem
Symmetriefaktor 3 ergibt sich:°

By(k
2(ky,7) 5(87)% [ 1675(1+ r)u
151 + 1) — 82r% + 390r° — 1571 4 Thr°

_  3g4Mymi { (5—22r2) (1 +7) + 41" 4 113r° + 8/

8r3(1 +r) "
5(3 4+ %) + 8(1 + r?)u?
+4 B+r )1+ (2 ) (arctan(Qu) —arctan(?ur))
—r
9 —r2+20(7 + r?)u?
- In(1 + 4u?
8u3(1 —r?) a1 )

Lot 27r% — 63r* + 1057 4 20r%(1 — 7r? + 35r* (1 + r?)) u”
64r7(1 — r2)u?

In(1 +4u2r2)} . (4.13)

Bei einer Entwicklung dieser Formel in dem kleinen Parameter r = m, /A fillt auf, dass
die Reihe mit einem Term in 1/r beginnt. Ohne die Regularisierung tritt hier ein linear
divergentes Schleifenintegral auf. In [13] wurde letzteres durch den cut-off regularisiert,
wodurch der in Abschnitt 4.2 erwidhnte lineare Term in A entstand. Insgesamt war der
Beitrag dann stark attraktiv. Dies gilt selbstverstindlich auch fiir die von uns verwendete
Regularisierung iiber die 7TNN-Vertexfunktion.

Das Hartreediagramm mit seinen hohen Spin-Isospin-Gewichtungsfaktoren dominiert iiber
das entsprechende Fockdiagramm mit zwei Medieneinschiiben (zweites von links in
Abb. 4.5) mit dem Symmetriefaktor %, obwohl bei diesem gleiche Verhiltnisse beziiglich der
Regularisierung herrschen. Auch hier ist ohne Regularisierung ein linear divergentes Schlei-
fenintegral enthalten - allerdings nur im Verhéltnis 1:4 zum Hartreediagramm aufgrund
von Spin- und Isospinfaktoren. Deshalb ist dieser Beitrag deutlich schwicher attraktiv. Die

6Zur Auswertung des vierdimensionalen Schleifenintegrals verwendet man den Residuenkalkiil, sofern
die nullte Komponente nicht durch die Deltafunktion eines Medieneinschubs festgelegt ist. Fiir Integratio-
nen {iber zwei Fermikugeln sind ferner die Formeln im Anhang B sehr niitzlich.
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Rechnung ergibt folgendes Ergebnis:

= 3943 Myms [

E3(kf’ 7“) =

2
W ; d[L‘l’(U-IL‘) (2u+x){marctanx

— (L= r)*(1 + 42%) arctan(2z)
2(1+222)(1 4 r2(1 + 422))?
+2(1 —r?) { ! Lyl +do)
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4r2(1 + 2r2x?)3
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+(1 + 22?) arctan(rz) —

arctan(2rz)

+[1+2x2—
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x
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n 1 272 .
L+72(1+422) (14721 + 422))% — 4r? ’

In Bezug auf Divergenzen liegt der iterierte Ein-Pion-Austausch mit dre: Medieneinschii-
ben ganz anders. Ein Aufschneiden der beiden rechten Diagramme in Abb.4.5 an den
Medieneinschiiben zeigt, dass sie als Wechselwirkung von drei Nukleonen interpretiert wer-
den kénnen. Da jeder der drei Medieneinschiibe eine Stufenfunktion ©(k; — |p’|) beinhaltet
(siehe GI. (4.5)), reduzieren sich jetzt alle drei Schleifenintegrationen auf Integrationen tiber
Fermikugeln und es gibt auch ohne Regularisierung kein divergentes Integral.

Das Hartreediagramm mit drei Medieneinschiiben (zweites von rechts in Abb.4.5)
mit dem Symmetriefaktor 1 liefert folgenden repulsiven Beitrag:

_ 9 4M 4 u
Bilky,r) = <A

1—17r2

.{2 1+ 7 {m(l +252) — In(1 + 52)] +

1
W ; dx xz/_ldy |:2U,.§Uy + (U2 — l’2y2) In :|

+3(1+r*)(1 + 5r®)s” + r*(3 4 250 + 7r* + r0)s?

+r4(1+ 1072 + 7’4)56} } ,

u— Y
3L+ 2) (L1 252 [6(1 +7)
(4.15)

wobei die Definition s := zy + \/u? — 22 + 22y eingesetzt wird.

"Die letzten Terme, die keinen arctan enthalten, kdnnen noch weiter integriert werden. Da das Ergebnis
dadurch aber stark in die Lange wichst, wurde an dieser Stelle darauf verzichtet.
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Fiir das entsprechende, attrraktive Fockdiagramm mit drei Medieneinschiiben (Abb. 4.5
rechts) mit dem Symmetriefaktor 1 erhilt man: ®

— QgiMNme
Blkrr) = (hnpyne
Gy / / y20(y* + 2% — 1) {(1 —1?)s? )
dz d dz —In(1+s
/0 { 8 ’ lyz|\/y? + 22 — 1| 1+72s? ( )
+1In(1 4 7%s?%)] - - —In(1 +#%) + In(1 + r*?) (4.16)
1+ r22 ’ '
wobei ?
11— 1 1+7%(u+2)?
Grlon) = Wl Ll ko (o] (g

_1n1+(u+x)2)_(1—r2)2 1+ r*(u+ z)? (4.17)

1+ (u—x)? drtx n1+7“2(u—x)2'

Aufgrund von Spin- und Isospinfaktoren ergibt das Fockdiagramm betragsméfig auch hier
wieder kleinere Werte als das Hartreediagramm.

Diagramme mit vier Medieneinschiiben ergeben rein imaginére Beitrige und heben sich
gegen die Imaginirteile der Diagramme mit zwei und drei Medieneinschiiben weg. Uber
die Unitaritit sind die Imaginérteile mit der Streuung von Nukleonen auf der Massen-
schale verbunden, wofiir aber aufgrund von Energieerhaltung und Pauliprinzip im Medium
kein Phasenraum existiert. Dadurch ist sichergestellt, dass die Energie pro Teilchen reell ist.

4.4.4 Irreduzibler Zwei-Pion-Austausch mit
bis zu zwei virtuellen A(1232)-Anregungen

Hier tauchen zum ersten Mal Diagramme mit expliziten A-Anregungen im Zihlschema
auf. Wir klassifizieren im Folgenden die Vielfalt der zum irreduziblen Zwei-Pion-Austausch
gehorigen Drei-Loop-Diagramme, vgl. Abb. 4.6-4.8, nach der Anzahl der A-Propagatoren.

Betrachten wir zunichst die Diagramme ohne explizite A-Anregungen.
Die Hartreediagramme tragen in isospin-symmetrischer Kernmaterie nicht zur Energie pro

8Um die dy dz-Integragation im Ergebnis numerisch auszuwerten, ist es zuniichst sinnvoll den Integran-
den so umzuschreiben, dass der Integrationsbereich fiir beide Variablen von 0 bis 1 reicht. Anschliefend
hilft die Transformation z — /1 + y2(¢2 — 1) zur Elimination der Stufenfunktion ©(y? + 2% — 1) weiter.

9Es wurde stets auf eine mdglichst analoge Darstellung zu dem entsprechenden Ergebnis ohne Vertex-
funktion (vgl. [13]) Wert gelegt. In diesem Fall gilt: lim, o G, (2, u) = Gohne Vertes funktion (T, ).
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Abbildung 4.6: Fock-Zweikorperterme des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches ohne A (Symmetriefaktoren: 7, 1, i, %) - die entsprechenden
Hartreediagramme verschwinden.

Abbildung 4.7: Fock-Zweikorperterme des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches mit einem A.

Abbildung 4.8: Fock-Zweikorperterme des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches mit zwei A.

1
4

Teilchen bei: Die zu den beiden rechten Fockdiagrammen in Abb.4.6 gehorenden Har-
treediagramme heben sich gegeneinander auf und die den links in Abb.4.6 dargestellten
Fockdiagrammen entsprechenden Hartreediagramme verschwinden mit ihren Isospin- oder
Spinspuren. Man kann dies auch daran sehen, dass nach dem Bilden der Spin- und Iso-
spinspur iiber die T-Matrix der Nukleon-Nukleon (NN)-Streuung nur die isoskalare, zen-
trale NN-Amplitude V- (0) iibrig bleibt. Diese Amplitude beinhaltet in fiihrender Ordnung
keinen Beitrag vom irreduziblen Zwei-Pion-Austausch ohne explizite A-Anregungen (vgl.
[35]).

Untersucht man die Fockdiagramme in Abb. 4.6, so fillt auf, dass das zweite Diagramm von
rechts bereits beim iterierten Ein-Pion-Austausch auftaucht. Dessen Anteile miissen sorg-
faltig von denen des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches getrennt werden. Beschrénkt man
sich auf die fithrenden Terme einer 1/My Entwicklung, so fillt dem iterierten Ein-Pion-
Austausch der im strengen “Heavy-Baryon”-Limes (My — oo) divergente Term proportio-
nal zu My zu und dem irreduziblen Zwei-Pion-Austausch der nichste Term proportional
zu My (siehe [35]).

Es sei noch angemerkt, dass die Diagramme ohne A-Anregung mit drei bzw. vier Me-
dieneinschiiben (Wechselwirkung von drei bzw. vier Nukleonen) bereits zu den relativi-
stischen Korrekturen zéhlen, d.h. in fiihrender Ordnung proportional zu 1/My sind. * Im
betrachteten nichtrelativistischen Limes sollten diese Diagramme vernachldssigbar sein und

10Das zweite Diagramm von rechts in Abb. 4.6 beinhaltet bei drei Medieneinschiiben auch einen Beitrag
proportional zu My. Dieser ist aber wiederum dem iterierten Ein-Pion-Austausch zuzuordnen und wurde
dort auch einbezogen.
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werden hier nicht betrachtet. Sie wiirden auferdem Beitrige in k? liefern. Fiir diese Ord-
nung miissten dann notwendigerweise auch Vier-Loop-Diagramme berechnet werden. Die
Anzahl der zu beriicksichtigenden Feynmangraphen wiirde dadurch extrem anwachsen, und
auf die Komplexitéit ihrer Berechnung wurde bereits hingewiesen.

Bei den Diagrammen mit einer virtuellen A-Anregung tragen die in Abb. 4.7 gezeigten
Fockdiagramme bei. Das dem linken Graphen entsprechende Hartreediagramm verschwin-
det mit seiner Spinspur, die zu den beiden anderen Fockgraphen gehoérigen Hartreedia-
gramme (hier nicht extra dargestellt) heben sich nun jedoch nicht auf, sondern liefern zwei
gleich grofe, nicht-verschwindende Beitrige.

Neben den Diagrammen mit zwei Medieneinschiiben in Abb. 4.7 tragen auch die hier nicht
dargestellten Graphen mit drei Medieneinschiiben zur gleichen Ordnung bei. Wir berechnen
den irreduziblen Zwei-Pion-Austausch jedoch nicht wie bisher mittels expliziter Auswer-
tung der geschlossenen Diagramme durch die Feynmanregeln, sondern ziehen die Disper-
sionsrelation fiir die Nukleon-Nukleon Streumatrix T heran. Die Dreikérperterme werden
damit nicht erfasst und miissen gesondert berechnet werden, was im nichsten Abschnitt
nachgeholt wird.

In Abb. 4.8 sind schlieflich die nicht-verschwindenden Fockgraphen mit zwei virtuellen
A-Anregungen gezeigt. Die zugehorigen Hartreediagramme (nicht dargestellt) liefern, wie
im Fall von einer A-Anregung, zwei gleich grofse Beitrége. Da hier nur zwei Medieneinschii-
be moglich sind, konnen alle Beitrige mit zwei virtuellen A-Anregungen in der Nukleon-
Nukleon T-Matrix erfasst werden. Die Details der Berechnung mit Hilfe der Dispersionsrela-
tion, die wir in zweifach subtrahierter Form verwenden, verdient eine separate Betrachtung.
Wir verweisen deshalb auf Abschnitt 4.6 und geben hier nur das Ergebnis an:

_ A+my Ak3
Es(kp, A) = o3 dpIm(Ve 4 3We + 202V + GuQWT){?)Mkf _ 3_J
2man
8k° 3 2% 3 A2
F_F 2 foH 2 2 ¥
58 T o A arctan =% + 8—@(12@ + %) In (1 + ?) }.(4.18)

Diese Formel umfasst alle in Abb. 4.6-4.8 dargestellten Vakuumgraphen. Sie beschreibt,
wenn auch in dieser Darstellung nicht ganz offensichtlich, einen Beitrag in k%, was der
“(2L — 1)-Regel” (vgl. Abschnitt 4.1) gehorcht.

4.4.5 Dreikorperterme des Zwei-Pion-Austausches mit
einer virtuellen A(1232)-Anregung

An dieser Stelle wird, wie im letzten Abschnitt angekiindigt, die Berechnung der Diagram-
me mit einer A-Anregung und drei Medieneinschiiben nachgeholt. Die Zwischenzustén-
de der Wechselwirkung zweier Nukleonen sind nun durch einen weiteren Medieneinschub
Pauli-geblockt. Dies ist gleichbedeutend mit der Wechselwirkung dreier Nukleonen. Durch
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Abbildung 4.9: Dreikorperterme des Zwei-Pion- Austausches mit einem
expliziten A, Symmetriefaktor stets gleich 1.

die T-Matrix der Streuung von zwei Nukleonen (im Vakuum) konnten sie offensichtlich
nicht erfasst werden und ihre Berechnung erfolgt wieder explizit iiber die Feynmanregeln.
Im Gegensatz zu den Drei- bzw. Vierkorperdiagrammen ohne A, die erst zu den relati-
vistischen Korrekturen beitragen, zéhlen sie bereits zu der fiihrenden nichtrelativistischen
Ordnung aufgrund der kleinen Skala A, die statt der Nukleonmasse My im Nenner des
Propagators auftritt. Zusammen mit dem Faktor kfc im Zahler tragen sie dann insgesamt
in fiinfter Potenz einer kleinen Skala, ndmlich mit k?/A, bei.

Das beitragende, repulsive Hartreediagramm (Abb. 4.9 links) lsst sich vollstiandig inte-
grieren und ergibt:

E (kgm) gim?r Ar?u® 4+ (=1 +2r* + 157“4)u4
T g
e A2 fr)* 4r2(1 + 4r2u?)
1+3(3+r*)u?
4(1—1r2)
1 —15r% — 45r* — 578 5 4 3r?

S = 19) u” arctan(2ur) + [

(1 + 4u?r?) — In(1 + 4u?)]

u® arctan(2u) } (4.19)

Das gekreuzte Fockdiagramm (Abb. 4.9 Mitte) liefert den attraktiven Term:

6

‘m /0 dz [2G%, (z,u) + GF., (z, u)]. (4.20)

_ 3a%*m
Es(ky,r) = 94
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Dabei werden folgende Definitionen verwendet: !

1
Gs,(z,u) = 4x(arctan(u + x) 4 arctan(u — x)) + (2 —u* —1)In 1 i

+2x 1 ;frz (arctan[r(u + z)] + arctan[r(u — x)])
R e a2
Grolan) = g [+ (k)14 (um a1 o2 o
(12—7612)3[742(1 2 erg) _9)
*@ 2+ 7%(=3 + 3u% + 22) — 2r*(3u? + 2%) + rO(—u’ + 2" + 2°
+3u’(—1 4 2%) + u?2*(2 — 32%))] In L+ r?(u+2)° (4.22)

1+7r2(u—ax)?

In isospin-symmetrischer Kernmaterie trigt das ungekreuzte Fockdiagramm (Abb. 4.9
rechts) aufgrund seiner verschwindenden Isospinspur nicht bei.

4.5 Auswertung

Nun wollen wir die im vorigen Abschnitt gezeigten Formeln veranschaulichen. Dazu muss
man sich in der numerischen Auswertung auf ausgewihlte Werte des Parameters A be-
schrinken. Um die Piondynamik zu erfassen, aber auch um zu hohe Impulse auferhalb
der Giiltigkeit der chiralen Storungstheorie auszuschliefsen, ist der Bereich 700 MeV < A <
2 GeV sicherlich bereits ausreichend (vgl. Abschnitt 4.3). In dieser Arbeit wurde dennoch
das zum Zweck systematischer Studien grofere Intervall 450 MeV < A < 2.7 GeV gewihlt.
Dies ist dquivalent zu einem Bereich 0.3 > r > 0.05 fiir den Parameter r, in welchem
die Rechnungen durchgefiihrt wurden. Abgetastet wurden dabei insgesamt 51 verschiedene
Werte im Abstand von Ar = 0.005.

Ebenso wird die Nukleonendichte p zur numerischen Auswertung diskretisiert - mit 100
Werten zwischen 0.005fm™3 < p < 0.5fm™3, also im Abstand von Ap = 0.005 fm 3.

Einen Uberblick iiber den Einfluss der 7NN-Vertexfunktion gewinnt man in den Abb. 4.10-
4.15, wo die Energie pro Teilchen der Einzelbeitréige fiir verschiedene Werte von A (bzw.
dquivalent von r) gegen die Dichte aufgetragen ist.

T Auch hier wurde wieder auf eine zum Ergebnis ohne 7NN-Vertexkorrektur (siehe [15]) fhnliche Dar-
stellung geachtet und es gilt: lim, o G1, (2, u) = G, ohne Vertex funktion (T, w) mit I € {S,T}.



4.5 Auswertung 39

50 ‘ S0 120,05 A=2.7 GeV
45 1=0.1 ;A=135Ge .
40/~ =0-15 ;A=900 MeV b

- 1202 \=675 MeV|
35 r=0.25 ;A=540 MeV| ppu
=30 PR
=25 T -
L 20+ -7 -
15- .
10- .
57 —

0 PR IS S TS AR T S VSN EOT SO N WO B ] 0 FA IS S TS N N S VSN AU SO MY WO B
0 005 0.1 0.5 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0. 0 005 0.1 0.5 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.
p [im] p [m

Abbildung 4.10: Kinetische Energie als Abbildung 4.11: Energie pro Teilchen
Funktion der Nukleonendichte. des Ein-Pion-Austausch, aufgetragen ge-

gen die Dichte fiir mehrere Werte von A.

Die Probleme der fritheren Berechnungen (vgl. Abschnitt 4.2) sind durch die Einfiihrung
der mNN-Vertexfunktion weitgehend behoben. Aus allen Beitrdgen werden nun die glei-
chen, hohen Impulskomponenten ausgefiltert. Je niedriger die Monopolmasse (die ja im
Wesentlichen die Funktion eines “kontinuierlichen” cut-offs iibernimmt), desto kleiner der
zugangliche Phasenraum fiir die Wechselwirkung der Nukleonen und damit die Betrége der
Einzelbeitrage. Exemplarisch ergeben sich fiir den Ein-Pion-Austausch folgende Werte fiir
die Energie pro Teilchen bei k; = 262 MeV:

A Ey(k; =262 MeV, A)
2.7GeV 15.5 MeV
1.35 GeV 14.2 MeV
900 MeV 12.4 MeV
675 MeV 10.5 MeV
540 MeV 8.6 MeV .

Wie entscheidend die Gréfse von A ist, wird auch in den Diagrammen 4.10-4.15 deutlich.
Der Fockbeitrag mit zwei Medieneinschiiben in Abb. 4.12 dndert bei hoheren Dichten fiir
A <900 MeV sogar sein Vorzeichen. Es sei noch angemerkt, dass man in den Diagrammen
zum iterierten Ein-Pion-Austausch mit zwei Medieneinschiiben (Abb.4.12) deutlich den
Einfluss der linearen Divergenz bemerkt, die im Grenzfall A — oo (unregularisiert) alle
anderen Beitrdge dominiert. Beim irreduziblen Zwei-Pion-Austausch tritt ein eigentlich
quadratisch divergenter Beitrag jedoch nicht zu Tage, da hier die zweifache Subtraktion in
der Dispersionsrelation allein schon fiir Konvergenz sorgt (vgl. Abschnitt 4.6).

Abb. 4.16 zeigt schlieflich die Abhiingigkeit der gesamten Energie pro Teilchen E(kf, A)
von der Monopolmasse. Die A-Abhéngigkeiten der Einzelbeitrdge summieren sich zu einer
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Abbildung 4.12: Energie pro Teilchen des Hartree- (links) und des Fockbeitrags (rechts)
des iterierten Ein-Pion-Austausches mit zwei Medieneinschiiben in Abhéngigkeit von der
Dichte fiir mehrere Werte von A.
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Abbildung 4.13: Hartree- (links) und Fockbeitrag (rechts) des iterierten Ein-Pion-
Austausches mit drei Medieneinschiiben: Fiir mehrere Werte von A ist die Energie pro
Teilchen gegen die Dichte dargestellt.

starken Abhéngigkeit der Gesamtenergie auf, wie folgende Tabelle verdeutlicht:

A Eges(k;f = 262 MeV, A)
2.7GeV —200.9 MeV
1.35 GeV —38.2MeV
900 MeV 5.9 MeV
675 MeV 21.3 MeV
540 MeV 26.6 MeV .

Es stellt sich dabei heraus, dass etwa fiir A > 900 MeV Séttigung maglich ist.

Um die empirischen Werte fiir Kernmaterie (vgl. Abschnitt 2.1) mdoglichst gut zu repro-
duzieren, legen wir den einzigen freien Parameter A (bzw. dquivalent r) so fest, dass die
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Abbildung 4.14: Gesamtbeitrag des iterierten Ein-Pion-
Austausches zur Energie pro Teilchen in Abhéngigkeit von der
Dichte fiir verschiedene Werte von A.

Energie pro Teilchen bei dem Fermiimpuls k¢ = 262 MeV, was einer Sattigungsdichte von
po ~ 0.158 fm ™3 entspricht, ein Minimum besitzt. 2

dEyes(kys, Ao)

o 0.3 (4.23)

kj— 262 MeV

Diese Forderung legt den freien Parameter eindeutig fest zu
A~ 1.15GeV <& 1rg=0.118. (4.24)

Auffillig ist, wie nahe dieser Wert der Monopolmasse bei A, ~ 47 f;, ~ 1.16 GeV, dem
Wert der charakteristischen Skala der chiralen Storungstheorie, liegt.

Die Energie pro Teilchen belduft sich fiir Ag bei der Sattigungsdichte auf
Eyes(kyo, Ao) = —16.8 MeV (4.25)

was sehr gut mit dem empirischen Wert von (—16 & 1) MeV (vgl. Abschnitt 2.1) iiberein-
stimmt. Der Wert setzt sich dabei wie folgt aus den Einzelbeitrigen zusammen:

Eges(k‘ﬁo,/\o) ~ (21.64+ 13.63 —72.86 — 6.41 + 19.06 — 1.46 + 4.63 + 7.72 — 2.67) MeV .
kin. 17 H2 F2 H3 F3 irr.27 3N-H 3N-F

12Tn den frijheren Rechnungen, siehe [13], wurde im Gegensatz dazu der Parameter auf die Tiefe des
Minimums fixiert und dann die zugehdrige Sattigungsdichte mit dem erhaltenen Wert von A ermittelt.

13Die Bedingung (4.23) legt zunichst nur einen Extremalpunkt fest. Dass es sich um ein Minimum
handelt, wird durch einen positiven Wert der Kompressibilitdt bestatigt.
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Abbildung 4.15: Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches mit zwei Medienein-
schiiben (links) und der Dreikorperterme des Zwei-Pion-Austausches (rechts) zur Energie
pro Teilchen aufgetragen gegen die Dichte fiir mehrere Werte von A.

Der attraktive Anteil wird hauptsichlich vom Hartreediagramm des iterierten Ein-Pion-
Austausches mit zwei Medieneinschiiben beigetragen.

Der Wert der Kompressibilitdt von
k(kfo, No) =~ 292 MeV (4.26)

ist durchaus akzeptabel, da der empirische Wert von x = (220 £+ 50) MeV (siehe Abschnitt
2.1) selbst mit grofen Unsicherheiten behaftet ist und kontroverse Diskussionen dariiber
andauern. Durch den positiven Wert ist ein Minimum der Sattigungskurve sichergestellt
und in Abb. 4.17 ist diese zu sehen. Dass der Sattigungspunkt durch die bisherigen Rech-
nungen so gut reproduziert werden kann, ist insofern erstaunlich, als keine zusétzlichen
Kontaktterme eingefiigt wurden. Dieser Gesichtspunkt wird in Abschnitt 4.6 ndher unter-
sucht.

Zunichst wollen wir die Gesamtenergie pro Teilchen am Sattigungspunkt noch in ihre
chiralen Ordnungen zerlegen: Der kinetische Term beinhaltet die Ordnungen k%, k} (und
vernachlissighar £%). Der Ein-Pion-Austausch ist ein Beitrag in %, der iterierte Ein-Pion-
Austausch zeigt die Ordnung k;? und der Zwei-Pion-Austausch liefert einen Beitrag in der
fiinften Potenz einer kleinen Skala (der irreduzible Teil in k%, die Dreikorperterme in k?/A).
Damit:

Eyes(kro,Ao) ~ (21.93 + 13.63 — 61.97 + 9.69) MeV |
2 3 4 5
k% Ky kg Ky

Der Betrag der fiinften Ordnung belduft sich nur noch auf etwa 15.6% der vierten Ordnung,
was auf eine Konvergenz der chiralen Entwicklung hindeutet. '* Die geringe Rolle der fiinf-

'“Beachte, dass die chirale Entwicklung mindestens ein Polynom vierter Ordnung in ks sein muss, um
einen verniinftigen Verlauf der Sittigungskurve mit Minimum zu reproduzieren.
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Abbildung 4.16: Gesamtenergie pro Teilchen.

ten Ordnung, also des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches, demonstriert ferner, dass der
iterierte Ein-Pion-Austausch (wie bereits in den Rechnungen ohne wNN-Vertexfunktion,
siehe [13, 15]) fiir den Séttigungsmechanismus entscheidend ist. Dies lisst sich weiter ver-
deutlichen, indem man die Auswertung wiederholt, aber ohne den gesamten Zwei-Pion-
Austausch (d.h. ohne alle Zwei- und Dreikorperterme aus Gl. (4.18)-Gl. (4.20)). Es ergibt
sich:

E(kf,Oa thne ges_27r) —2.89 MeV
’Kc(kf,Oa thne ges.27r) 51.7 MeV .

Die Monopolmasse ist, wie erwartet, sehr stark reduziert: Wenn der Zwei-Pion-Austausch
wegfallen soll, muss der Ubergang von niedrigen zu hohen Impulsen bereits bei deutlich
kleineren Werten gesetzt werden. Die attraktiven Anteile sind jetzt zu schwach, um die Tiefe
des empirischen Sittigungspunktes zu reproduzieren. Dies erstaunt auf den ersten Blick,
da sich in Abb.4.15 deutlich zeigt, dass der Zwei-Pion-Austausch fiir jedes betrachtete A
repulsiven Charakter hat. Dieser repulsive Anteil ist nun ausgenommen und man kénnte
eher zuviel Attraktion erwarten. Allerdings ist zu bedenken, dass die anderen Einzelbeitréige
ebenfalls stark von A abhéngen. Gerade der iterierte Ein-Pion-Austausch, insbesondere der
Hartreebeitrag mit zwei Medieneinschiiben, liefert fiir ein kleineres A weniger Attraktion.
Dies dominiert den Wegfall des repulsiven Zwei-Pion-Anteils sogar. Die aufgeschliisselte
Zusammensetzung von E(kso, Aonne ges.2r) gibt quantitative Auskunft:

~
~
~
~

thneges.27r ~ 906 MeV <<:> Tohne ges.2m ~ 0149) - {

Eonne ges.2n(K£,0s Aohne ges2r) =~ (21.64 + 12.48 — 48.69 — 3.01 4+ 15.96 — 1.24) MeV .
kin. 1m H2 F2 H3 F3

Obwohl der empirische Sattigungspunkt quantitativ nicht mehr getroffen wird, funktioniert
der Sattigungsmechanismus vor allem durch den iterierten Ein-Pion-Austausch aber immer
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Abbildung 4.17: Sittigungskurven fiir verschiedene Ausgangspunkte
(beziiglich der Einzelbeitrige, die in der Auswertung mitgenommenen
wurden).

noch, und es zeigt sich doch zumindest qualitativ eine Séttigungskurve (vgl. Abb. 4.17).

Schlieflich wollen wir noch einen kurzen Vergleich mit den V},,, ,-Ergebnissen anstellen, wo
Séttigung nur unter Einbeziehung von Dreikorperkriften moglich ist (vgl. Kap. 3).
Lassen wir dazu zunichst die Dreikorperkrifte des Zwei-Pion-Austausches (Gl. (4.19) und
(4.20)) in unserer ansonsten identischen Auswertung weg, so ergeben sich die Werte:

E(kf,Oa thne 3N—27r)
H(kf,(h thne 3N727r)

—9.45 MeV
167 MéV |

~
~
~
~

thne 3N—271 ~ 1.02 Gev <<:> Tohne 3N—21 =2 0132) - {

wobei sich der Wert der Gesamtenergie pro Teilchen am Séttigungspunkt aus folgenden
Einzelbeitrdgen zusammensetzt:

thne 3N—27r(kf,07 thne 3N—27r) =~ (2164 +13.12 —60.27 —4.54 + 17.64 — 1.36 + 437) MeV .
kin. Im H2 EF2 H3 F3 irr2rw

Demnach kann die Séttigung auch ohne die Dreikorperterme des Zwei-Pion-Austausches
immer noch erkldrt werden (vgl. Abb.4.17), wenn auch die Tiefe des Minimums nicht mehr

ausreichend ist.

Schliefsen wir zuséatzlich auch noch die Dreikorperterme des iterierten Ein-Pion-Austausches
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(Hartree- und Fockbeitrag mit drei Medieneinschiiben, Gl. (4.15) und (4.16)) aus der Aus-
wertung aus, so ergibt sich:

E<kf,07 thne 3N)
"i<kf,07 thne 3N)

—0.624 MeV
72.4 MeV .

~
~
~
~

thne 3N 774 MeV (<:> Tohne 3N ~ 0174) — {

Die Einzelbeitriage liefern folgende Werte zur Séttigungsenergie pro Teilchen:

EghnegN(k;fvo, Aohnesn) ~ (21.64+ 11.49 — 35.84 — 1.58 + 3.68) MeV .
kin. 17 H2 F2 irr2n

Es kann jetzt kaum noch von Séttigungsverhalten der Zustandsgleichung gesprochen wer-
den.

Demnach spielen die Dreikorperterme insgesamt eine wesentliche Rolle zur Erklarung der
Bindung von Kernmaterie. Sobald auch diejenigen des iterierten Ein-Pion-Austausches ver-
nachléssigt werden, ist kaum noch Sattigung mdoglich, wie sich an der zugehérigen Energie-
Dichte-Kurve in Abb. 4.17 sehr gut ablesen lisst. Dies ist in guter Ubereinstimmung mit
den Vi, r-Ergebnissen. Es muss jedoch betont werden, dass der durchgefiihrte Vergleich
seine Grenzen hat. Wihrend wir die einzelnen Wechselwirkungen alle explizit und aus-
schlieflich iiber Pionenaustausch berechnen, wird im V},,, x-Ansatz ein phinomenologisches
Nukleon-Nukleon-Potential mit Hartree-Fock Methoden auf das Vielteilchenproblem iiber-
tragen. Der iterierte Ein-Pion-Austausch, der bei uns eine grofe Rolle spielt, kommt dort
in fithrender Ordnung gar nicht vor. Ein Ansatzpunkt fiir weitere Diskussionen in dieser
Richtung koénnte es sein, zu untersuchen, wie sich die von uns systematisch berechneten
Einzelbeitrage des Pionenaustausches in den Vj,, r-Ansatz iibersetzen. Dadurch liefen sich
noch genauere Aussagen iiber eine Korrespondenz der beiden Ansitze feststellen. Deswei-
teren sei noch darauf hingewiesen, dass die Dreikorperterme in den von uns betrachteten
Diagrammen genauso gut als Zweikorperwechselwirkung mit Pauli-geblockten Zwischen-
zustinden klassifiziert werden kénnten.

4.6 Der irreduzible Zwei-Pion-Austausch und Kontakt-
terme

Bei der Auswertung der Gesamtenergie von isospin-symmetrischer Kernmaterie unter Be-
riicksichtigung aller Einzelbeitrige (vgl. Abschnitt 4.5), konnten wir den empirischen Sét-
tigungspunkt sehr gut reproduzieren und zwar mit nur einem freien Parameter. Es mussten
keine zusétzlichen Kontaktterme eingefiihrt werden, um den Einfluss kurzreichweitiger Ef-
fekte auf die Sattigung zu kompensieren bzw. zu parametrisieren. Gerade durch die Metho-
de, die zur Berechnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches herangezogen wird, wiirde
man letzteres sogar eher erwarten. Dieser Aspekt soll im Folgenden genau untersucht wer-
den, wozu wir zunéchst die Berechnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches skizzieren.
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4.6.1 Der irreduzible Zwei-Pion-Austausch

Den Ausgangspunkt der Herleitung bildet die T-Matrix elastischer Nukleon-Nukleon Streu-
ung (ohne Coulombkrifte). Im Schwerpunktsystem der beiden Nukleonen hat sie fiir den
Prozess N(p) + N(—p) — N(p”’) + N(—p”) folgende, allgemeine Form (¢° =0, ¢=p’ — p):

T = Voe+7 - HaWe+[Vs+7-aWs|a1- 0o+ [V +71 - oWyl -G 02 ¢
+[Vso + 71 - o Wsoli (61 + 72) - (7% P)
+[Vo + 71 - B Wol &1 - (¢ x p) &2+ (¢ x D). (4.27)

Die zehn, i.A. komplexen Funktionen V¢, ..., W hingen vom Betrag des Impulses p := |p] =
|p”| und dem Betrag des Impulsiibertrags ¢ := |¢| = [p” — /| < 2p ab. (Wir bezeichnen hier
also mit p nicht einen Vierervektor sondern den Betrag eines raumlichen, dreikomponen-
tigen Vektors.) Die Indizes bezeichnen die Zentral-, Spin-Spin-, Tensor-, Spin-Bahn- und
quadratischen Spin-Bahn-Komponenten, die jeweils in isoskalarer (V') und isovektorieller
(W) Form vorkommen.

In fiihrender nichtrelativistischer Ndherung gibt es keine Spin-Bahn- und keine quadrati-
schen Spin-Bahn-Komponenten. Die verbleibenden Zwei-Pion-Austauschamplituden sind
reell und hidngen nur vom Impulsiibertrag ¢ = |¢| ab. Diese Amplituden wurden fiir
alle Diagramme des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches mit bis zu zwei virtuellen A-
Anregungen in [40] (siehe auch [35]) gerechnet, von uns nochmals bestétigt und sind im
Anhang D aufgefiihrt.

Die Nukleon-Nukleon Streumatrix lasst sich auch allgemein in Form einer Dispersionsrela-
tion darstellen (Allgemeines hierzu z.B. im Anhang von [38]):

1 [ Im T'(¢
ReT(t) = — / ap I (4.28)
™ 4m2 t—t
wobei das Impulsiibertragsquadrat ¢> = ¢2? =: —t auf die komplexe Ebene ausgedehnt

ist. Der Prozess NN — 77 definiert den Beginn des Verzweigungsschnittes auf der reellen
Achse - die Integration iiber ¢’ liuft damit von 4m?2 bis oco.

Setzt man ¢ = p? und beschrinkt sich wieder auf den physikalischen Bereich mit raumar-
tigen ¢, d.h. ¢*> = |7|*> = —t > 0, so erhilt man fiir das reelle T'(q):

2 [ 1 ,
T(q) = — d Im T'(ip) . ' 4.29
=2 [ T (4.29)

Die Spektralfunktion Im 7'(ip) der Zwei-Pion-Austauschdiagramme wéchst stark an. Ho-
here Impulse jenseits der Giiltigkeit der betrachteten niederenergetischen Theorie wiir-
den enorm beitragen. Um diese kurzreichweitigen Effekte herauszunehmen, d.h. um die

15Wie in GI. (4.28) muss das Argument der Spektralfunktion weiter am Pol des Nenners ¢’ — ¢ liegen.
Dieser Nenner hat nun die Form p? + ¢2. Deshalb muss das Argument der Spektralfunktion iu lauten und
nicht p, wie man es durch die Transformation ¢ = p? auf den ersten Blick vielleicht erwarten wiirde.
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ultraviolett-divergenten Pion-Schleifendiagramme zu regularisieren, wechselt man auf eine
zweifach subtrahierte Version. ' Mit

p 1 ¢ ¢
A 4.30
w g p pe P (12 + ) (4:30)
2
= 1(0) — L1"(0)
ldsst sich Gl. (4.29) schreiben als

A ¢
T(q) =T(0) + =T “ | dp e Im T 4.31
@=TO+ 50+ 2 [ (i), (1.31)

wobei 7"(0) = ZL2 | ;.

Uber die spin- und isospinkontrahierte Streumatrix lisst sich nun die Energie pro Teilchen
im Grundzustand von Kernmaterie gewinnen, indem man die Impulse p; und p, (mit
q = |p1 — pa|) iiber Fermikugeln integriert:

_ 1 oy 3. L
o on(ky) = / ED LDz 5 — ). (4.32)
P J1py ol <k

Setzt man hier Gl. (4.31) ein, so erhélt man durch Integration von 7'(0) bzw. von %T”(O)
Terme, die proportional zu p bzw. zu p*? sind (quivalent zu k% bzw. zu k3). Diese bei-
den Summanden beschreiben im Wesentlichen die kurzreichweitigen Effekte in der Ener-
gie pro Teilchen. Um diese zu kompensieren fithrt man zusétzliche Subtraktionsterme ein
(ebenfalls proportional zu k} bzw. zu k7). Dadurch kénnte man die aus 7'(0) und %T"(O)
resultierenden Terme im Prinzip vollstdndig eliminieren. Es ist jedoch durchaus nicht klar,
dass diese alle kurzreichweitigen Effekte umfassen und ihre Kompensation den Einfluss
der hohen Impulse auf den Niederenergiebereich richtig parametrisiert. Vielmehr erwartet
man normalerweise, dass dazu noch NN-Kontaktterme iibrig bleiben miissten. Dann lautet
Gl. (4.32) allgemein (mit ¢ = |p) — pal):

_ _ k:j’c _ k?‘ 2 d*py d3py /OO q* ,
Ezrr.Zw(kf) B3 MI% + B5 Mf\ll + o |ﬁ1/2|<kf . d,u MS(MQ n qz) Im T(Z[L) s
(4.33)
wobei die Konstanten Bs; und Bs; dimensionlos definiert sind.
Schliefslich setzt man zur Berechnung der Spektralfunktion Im7'(iu) noch explizit die
spin- und isospinkontrahierte T-Matrix aus Gl. (4.27) ein und verwendet die Integralformel

16Bereits in der mathematischen Herleitung einer allgemeinen Dispersionsrelation wird klar, warum
diese Subtraktionen n&tig sein konnen. Den Ausgangspunkt bildet ndmlich Cauchys Integralformel mit der
Kontur entlang der reellen Achse und einem Halbkreis mit unendlichem Radius. In Gl. (4.28) wird davon
ausgegangen, dass der Integrand und damit das Integral iiber den Halbkreis im Unendlichen verschwindet.
Dies muss aber nicht sein, weshalb die Subtraktionen nétig sein kénnen. Vgl. Anhang in [38].
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Gl (B.2) im Anhang B. Fiir den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches mit bis
zu zwei virtuellen A(1232)-Anregungen ergibt sich dann:

3 k5 1 o0
F 2 2
EiTT.Qﬂ(kf) - B3 M2 + B5W + ﬁ d/L Im(VC + 3WC -+ 2,u VT + 6[1 WT)
4k:3 8k:5 5 2k
3k — —= Ly ,u_ —4u2arctan—f
3p bt 2ky 1
,u?’ 4/€2
8k;3 (1267 4+ p*)In ( 1+ M— . (4.34)
Die einzelnen Teile ImV, ... , ImWy; der Spektralfunktion sind jeweils bei iu auszuwerten

und fiir die beitragenden Prozesse im Anhang D aufgefiihrt (vgl. auch [15]).

Im Vergleich zu den bisher betrachteten Rechnungen muss in unserer Uberlegung nun noch
zusatzlich die Vertexfunktion eingearbeitet werden, wobei auch die Vertizes modifiziert
werden miissen, die A-Anregungen enthalten. Im Gegensatz zu allen anderen Einzelbeitra-
gen wurde der irreduzible Zwei-Pion-Austausch nicht direkt mit den Feynmanregeln der
geschlossenen Diagramme, sondern iiber die Dispersionsrelation angesetzt. Es stellt sich
heraus, dass fiir letztere alle bisherigen Uberlegungen ohne Vertexkorrektur weiterverwen-
det werden konnen und lediglich eine kleine Verdnderung der oberen Integralgrenze von
Gl. (4.33) sinnvoll und ausreichend ist, um die Vertexkorrektur einzubauen:

Man betrachte bei einer Nukleon-Nukleon Wechselwirkung isoliert den Propagator eines
Austauschpions (Viererimpuls k) zusammen mit den beiden Vertexfunktionen an seinen
“Endpunkten”. Zur Vereinfachung des Arguments werden die zwei Monopolmassen zunéchst
als verschieden angenommen und mit A; und Ay bezeichnet. Das Konstrukt lasst sich in
drei freie Propagatoren mit unterschiedlichen Massen m,, A;, Ay und unterschiedlichen
Gewichtungsfaktoren partial zerlegen:

1_A§_ i .1_/\3_ i A -mi A2 i (4.35)
2 2 T ° ‘
1—1% k? —m2 —[’i—% k2 —m2 A} — A3 k2—A2 A% — A% K2 — A2

Beim Austausch zweier Pionen taucht dieser Ausdruck quadratisch auf. Neben der Spek-
tralfunktion, die wie bisher bei 2m, startet (sie resultiert aus dem Quadrat des freien
Pionpropagators), folgen nun weitere, die bei hoheren Impulsen einsetzen. Die Polstruktur
gibt fiir die néchste Schwelle der Spektralfunktion (im Grenzfall Ay = Ay = A) die unte-
re Grenze des Verzweigungsschnittes bei A +m, = m,(1 + 1/r) vor. Ihr Vorzeichen ist
entgegengesetzt zu dem der ersten, bei 2m, beginnenden Spektralfunktion, wodurch der
Einfluss hoher Impulskomponenten gedampft wiirde. Da der Wert von A + m, allerdings
bereits an die Grenze der Giiltigkeit der chiralen Stérungstheorie stofit, stoppen wir dort
das Dispersionsintegral. Wir betrachten demnach weiterhin nur die eine, bei 2m, begin-
nende Spektralfunktion, die nun aber bei A +m, abgeschnitten ist. Der Vertexfaktor geht
damit lediglich iiber die obere Integralgrenze in die Rechnung ein. Das T-Matrixelement
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Abbildung 4.18: Differenz des Energiebeitrags des irreduziblen Zwei-
Pion-Austausches (inklusive Vertexfunktion) berechnet mit der vollen
bzw. der zweifach subtrahierten Dispersionsrelation als Funktion der
Dichte fiir verschiedene Monopolmassen A.

in Form der Dispersionsrelation

Adma L
Th(q) = — / du ImT(epe 4.36
W=7 | gt TG (4.30)
ist nun bereits ohne Subtraktionen endlich. Trotzdem reicht dieser Einfluss der Vertexkor-
rektur noch nicht aus, um den Zwei-Pion-Austausch ausreichend zu regularisieren. Wei-
tere hohe Impulskomponenten miissen ganz analog zu den friiheren Betrachtungen (vgl.
Gl. (4.31) und (4.33)) mittels zweier Subtraktionen beseitigt werden, und die Energie pro
Teilchen schreibt sich zu (wieder mit ¢ = |py — pal):
3 5

Eirron(ks, A) = B‘O’(A)ﬁﬁ +B5(A)M§

3= 13- At+my 4
+ 2 / &pdpy / dp———L T T(ip) . (4.37)
P Sig i<k, 2T o, 121 +q°)

Im Gegensatz zu Gl. (4.33) sind die Koeffizienten Bs und Bs aufgrund der oberen Grenze
des Dispersionsintegrals nun von A abhéngig.

Abb. 4.18 veranschaulicht nochmals die Notwendigkeit der Subtraktionskonstanten trotz
Vertexkorrektur. Fiir verschiedene Werte von A ist der zwar endliche, aber enorme Unter-
schied zwischen der vollen bzw. zweifach subtrahierten Dispersionsrelation (ohne Kontakt-
terme) - jeweils mit einkalkulierter Vertexkorrektur - gezeigt.

Verwendet man in Gl. (4.37) wieder die explizite Form der spin- und isospinkontrahierten
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T-Matrix, so erhélt man endlich die in der Auswertung benutzte Gl. (4.18) - allerdings ohne
die beiden Kontaktterme. Es gilt:

_ _ 3 _ k3 _
Eiran (g, N) = By(A) 37+ Bs(M) 177 + Eolky, A). (4.38)
N N

4.6.2 Kontaktterme und Renormierung

Nachdem nun ausfiihrlich geklart ist, wie Gl. (4.18) fiir den irreduziblen Zwei-Pion-Beitrag
zur Energie pro Teilchen zustande kommt, fragt man sich sofort, warum in der Auswertung
(Abschnitt 4.5) die beiden Kontaktterme iiberhaupt nicht einbezogen wurden. Es wurde
stets mit Eg(ky, A) und nicht mit Ej.,.0.(ks, A) gerechnet. Damit hatte die Rechnung nur
einen einzigen freien Parameter, namlich die Monopolmasse. Durch deren Anpassung konn-
te der empirische Sattigungspunkt isospin-symmetrischer Kernmaterie sehr gut reprodu-
ziert werden.

Daraus schliefen wir, dass fiir die gesamte Energie pro Teilchen bei der ermittelten Mo-
nopolmasse Ay ~ 1.15GeV keine Kontaktterme nétig sind. D.h. dass sich die Terme

5 k3 5 k5 . . - D . .
B3<A)M_f§ + Bg,(A)M—J;lI des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches zusammen mit weiteren,

moglichen Kontakttermen (die zur Kompensation von kurzreichweitigen Effekten anderer
Einzelbeitrige gebraucht werden konnten) insgesamt wegheben.

Es muss aber betont werden, dass die Sonderstellung von Ay keine tiefere physikalische Be-
griindung hat. Diese Monopolmasse wurde lediglich durch unsere Bedingung eines Extre-
malpunktes bei kfo = 262 MeV festgelegt. Es ist zufillig, dass in diesem Fall ausgerechnet
keine Kontaktterme einzufiigen sind. Bei einer Abweichung von Ay muss ganz allgemein mit
diesen gerechnet werden, um die neu ein- bzw. ausgeschlossenen Impulse und den Einfluss
kurzreichweitiger Effekte auf den Niederenergiebereich zu parametrisieren.

Es muss das Ziel sein, eine Darstellung dieser Kontaktterme in Abhéngigkeit von A und p
(bzw. ky) zu entwickeln. Denn dann kénnen wir den empirischen Séttigungspunkt reprodu-
zieren, ohne auf eine bestimmte, physikalisch unmotivierte Monopolmasse A zuriickgreifen
zu miissen. Unsere Rechnung ist in diesem Sinn dann unabhéngig von A, d.h. renormierbar.

Zunéchst beschrinken wir uns zur Verdeutlichung der Vorgehensweise auf den irreduziblen
Zwei-Pion-Austausch, da die A-Abhangigkeit dieses Beitrags recht iiberschaubar ist. Fiir
den Unterschied einer Energie-Dichte-Kurve mit einem beliebigen A zu derjenigen mit A
folgt aus Gl. (4.38):

_ _ _ _ k3 _ _ kS
Eirror(kg, A) — Eipron(ks, No) = [Bs(A) — Bg(/\o)]ﬁ}; + [Bs(A) — B5(A0)]ﬁf4
N N
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wobei die Herkunft der Kontaktterme in Bs(A) und Bs(A) in Abschnitt 4.6.1 erldutert
wurde.

Nehmen wir einmal an, wir wollten nur den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches
unabhéngig von der genauen Monopolmasse beschreiben. Dann muss Gl. (4.39) null ergeben
und folgende Parametrisierung muss existieren:

_ _ | _ _ K _ _ k3
Ee(ky, A) — Eg(ks,No) = —[Bs(A) — Bs(/\o)]ﬁl% — [Bs(A) — B5(A0)]M§
_. _BI(A) zl\j? 1}3*(/\)]@—15;11 . (4.40)

Fiir jeden von uns betrachteten Wert von A (Bereich 450 MeV < A < 2.7 GeV) wurde ein
entsprechender Fit iiber den gesamten Dichtebereich (0.005fm ™3 < p < 0.5 fm~3) durchge-
fiihrt. Die zugehorigen Koeffizienten Bj(A) und Bi(A) sind als Funktion von A in Abb. 4.19
(links) zu sehen. Der Kontaktterm in kf: spielt demnach eine untergeordnete Rolle gegen-

iiber dem in k3.
Die Fitfehler smd fiir alle A klein und Figur 4.20 (links) zeigt in Abhanglgkelt von der Dich-

5
te fiir einige Monopolmassen den Unterschied des jeweiligen Fits —B*(A) B*(A)
zum tatséchlichen Wert von Eg(ky, A) — Eg(ky, Ao).

Mit Gl. (4.40) konnten wir Bs(A) und Bs(A) und damit die Kontaktterme des irreduziblen
Zwei-Pion-Austausches so einschrinken, dass dessen Beitrag unabhéingig von der Mono-
polmasse ist.

Freilich niitzt diese Betrachtung fiir die Untersuchung von Kernmaterie noch nichts. Dazu
miissen alle Einzelbeitrige zusammen genommen und die Gesamtenergie pro Teilchen be-
trachtet werden. Das Vorgehen bleibt jedoch gleich.

Wir gehen davon aus, dass es weiterhin geniigt, sich mit NN-Kontakttermen der Form
5
Bg(A)M2 + B5(A)J]\24 zu befassen, welche von einer impulsunabhéngigen bzw. von einer

vom Impulsquadrat abhanglgen Kontaktwechselwirkung herriihren. Solche Beitrige stam-
men vom irreduziblen Zwei-Pion-Austausch, konnen aber evtl. auch aufgrund anderer kurz-
reichweitiger Effekte zur Kompensation notig sein. Die Gesamtenergie pro Teilchen lautet

dann:
3

_ k
Etotal (kf7 A) = B3 (A>

kS e
M2 + Bs( )ﬁf; +Y " Ei(ky, A) 1 (4.41)
N i

Von der Auswertung in Abschnitt 4.5 wissen wir, dass die Sattigungskurve fiir die Mono-
polmasse A sehr gut reproduziert wird, d.h. B3(Ag) = Bs(Ag) = 0.

17 Aus der Tatsache, dass fiir die Gesamtenergie pro Teilchen bei der Monopolmasse Ag keine Kontakt-
terme ndétig sind, d.h. Bs = Bs = 0, folgt fiir den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches nicht
unbedingt B3(Ag) = Bs(Ag) = 0, denn die zugehdrigen Kontaktterme konnten auch endlich sein und sich
gegen mogliche NN-Kontaktterme der anderen Einzelbeitrige wegheben.

18Mit den Einzelbeitrigen E;(ks,A) sind diejenigen aus Abschnitt 4.4 gemeint und es gilt wie dort

Eges(kp, A) =35 Ei(kg, A).
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Abbildung 4.19: Fiir den irreduziblen Zwei-Pion-Austausch (links) bzw. die Gesamtener-
gie pro Teilchen (rechts) sind gegen A die Parameter (laufende Kopplungskonstanten) des
Fits in k%/Mg und k7/My vom Unterschied einer beliebigen E — p—Kurve zur Séttigungs-
kurve mit Ag aufgetragen.
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Abbildung 4.20: Fehler des Fits mit den Parametern aus Abb. 4.19 in Abhéngigkeit von
der Dichte fiir drei konkrete Werte von A.

Die Forderung muss nun aber sein, dass Ejozq(ky, A) die Sittigungskurve unabhéingig von
A beschreibt. Das bedeutet, dass die Differenz von Eiq(kf, A) zu Eiprar(ky, Ag) fiir jedes
A und alle k; Null sein muss:

N _ k3 k>
anl(kfaA)_anl(kfaAO) - B3(A)—f+BS(A)—f
tot tot ) Mﬁ ’ Mf\%
+E968(kfa A) - EgeS(kfa AO)
= 0. (4.42)

Aus dieser Bedingung lassen sich die Koeffizienten B3(A) und Bjs(A) als Funktion von A
bestimmen durch:

k3

! 7

Eges(kyp, A) — Eges(ky, Ao) = —Bs(A)W — Bs(A)
N

K

—. 4.43
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Die linke Seite der Gleichung wurde hierzu wieder fiir 51 Werte von A im Bereich 450 MeV <
A < 2.7GeV jeweils iiber eine Dichte von 0.005fm ™2 < p < 0.5fm ™3 ausgewertet. Die An-
passung der Koeffizienten funktioniert stets sehr gut und Abb.4.19 (rechts) zeigt sie als
Funktionen von A. Die dabei begangenen, stets kleinen Fehler sind in Figur 4.20 (rechts)
fiir einige Monopolmassen als Funktion der Dichte dargestellt.

Mit den soeben ermittelten Koeffizienten Bs(A) und Bs(A) reproduziert Gl. (4.41) fiir jedes
A die Sattigungskurve. Die Auswirkungen der durch eine Variation der Monopolmasse hin-
zukommenden bzw. wegfallenden Impulse konnen im gesamten betrachteten Bereich von
A durch zwei einfache Kontaktterme, proportional zu k;’c bzw. k%, mit laufenden Kopp-
lungskonstanten kompensiert werden. Die observablen Grofen (Energie pro Teilchen am
Sattigungspunkt, Kompressibilitdt) dndern sich bis auf sehr kleine Abweichungen im Pro-
zentbereich nicht. Es ist keineswegs trivial, dass unsere Rechnung diese Eigenschaft besitzt.
Die dadurch erreichte Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der genauen Wahl der Monopol-
masse stellt eine interessante Verbindung zur Modellunabhingigkeit des Vj,, x-Potentials
her.

4.7 Entwicklung nach r = m, /A

Zum Abschluss dieses Kapitels iiber die Zustandsgleichung isospin-symmetrischer Kern-
materie, seien noch einige Bemerkungen zum verwendeten Zihlschema ergénzt. Es wird
durch die Einfiihrung der grofsen Monopolmasse A iiber die 7NN-Vertexfunktion stark be-
einflusst.

Wie in Kap. 2.5 bereits angefiihrt, gibt es in der chiralen Storungstheorie neben der Pion-
zerfallskonstante f, durch die Einfiihrung der Baryonen eine zweite grofse und dimensions-
behaftete Skala: Die Nukleonenmasse My, welche weder im chiralen Limes verschwindet
noch klein gegeniiber der charakteristischen Skala A, ist. Ein konsistentes Zahlschema wird
durch die Beschrinkung auf den fiihrenden, nichtrelativistischen Term der Entwicklung in
1/My erreicht.

Durch die 7NN-Vertexfunktion kommt mit A noch eine weitere grofe Skala ins Spiel. Kon-
sequenterweise wiirde man erwarten, dass auch hier eine Entwicklung nach r = m, /A Sinn
macht und eine Betrachtung der fiithrenden Terme ausreicht. In der Praxis ist dies jedoch
nicht richtig, was im Folgenden demonstriert wird:

Zunichst berechneten wir alle Diagramme (bis auf diejenigen des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches, wo die Dispersionsrelation verwendet wurde) Ordnung fiir Ordnung in 7 (bis
einschlieflich 7). Dies stellte sich im Nachhinein als wesentlich aufwiindiger heraus als die
Rechnungen mit der vollen r-Abhéngigkeit. Es zeigte sich zudem, dass die Entwicklung in
r nicht konvergiert und die Rechnungen damit unbrauchbar sind: Der Umstand, dass bis
zu vier Vertexfunktionen in einer Schleife auftreten bedingt grofe kombinatorische Fakto-
ren, die den “wahren” Entwicklungsparameter auf ein Vielfaches von r anwachsen lassen.
Zudem tragen die einzelnen Ordnungen alternierende Vorzeichen, was in Abb. 4.21-4.24
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veranschaulicht ist. Fiir die Werte » = 0.05 (A = 540 MeV), r = 0.15 (A = 900 MeV) und
r = 0.25 (A = 2.7GeV) sind dort die Einzelbeitrige zur Energie pro Teilchen, jeweils bis
einschlieRlich 73 bzw. r® entwickelt, gegeniibergestellt.

Obwohl eine Entwicklung in r = m, /A also naheliegend und formal konsistent wire, darf

sie nicht ausgefiihrt werden, um verlassliche Ergebnisse zu erzielen.
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Abbildung 4.21: Energiebeitrag des Ein-Pion-Austausches in Abhéngigkeit von der Dich-
te fiir drei verschiedene Werte der Monopolmasse A. Dargestellt sind Entwicklungen in
r = m, /A bis einschlieRlich 73 (links) bzw. r° (rechts).
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Abbildung 4.22: Energie pro Teilchen des iterierten Ein-Pion-Austausches als Funktion
der Dichte. Gezeigt sind Entwicklungen in r bis einschlieRlich 73 (links) bzw. r° (rechts)
fiir drei verschiedene Werte von A.
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Abbildung 4.23: Energie pro Teilchen der Dreikorperterme des Zwei-Pion-Austausches
als Funktion der Dichte fiir drei verschiedene Werte der Monopolmasse A. Gezeigt sind
Entwicklungen in r = m, /A bis einschlieRlich r® (links) bzw. r° (rechts).
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Abbildung 4.24: Gesamtenergie pro Teilchen als Funktion der Dichte. Dargestellt sind
Entwicklungen in r bis einschlieRlich 72 (links) bzw. r° (rechts) fiir drei verschiedene Werte
von A.
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Kapitel 5

Asymmetrische Kernmaterie

Die bisher verwendete Theorie kann auch auf isospin-asymmetrische Kernmaterie ausge-
dehnt werden. In der Bethe-Weizsicker Massenformel fiir endliche Kerne (vgl. Kap. 2)
verschwindet der Term in a4 dann nicht mehr. Je schwerer der Kern, desto gréfser muss
der Neutroneniiberschuss (und damit die Asymmetrie) sein, um Stabilitét zu erreichen.

5.1 Asymmetrieenergie

Die Energie pro Teilchen, die mit der Differenz der Protonen- und Neutronenzahlen ver-
kniipft ist, bezeichnet man als Asymmetrieenergie. Um diese fiir Kernmaterie zu berechnen,
muss man in den bisherigen Rechnungen lediglich den Medieneinschub des Nukleonpropa-
gators (vgl. Gl (4.5)) wie folgt dndern:

1-— 1 + 73

T3 -
— . 1
7+ Ok, — 7)) = (5.1)

Oky —Ip) — Ok —1p1)

Dabei bezeichnen k,, und k, die unterschiedlichen Fermiimpulse fiir Protonen und Neu-
tronen, bis zu denen der jeweilige Fermisee gefiillt ist. Die Isospinprojektoren (1 4 73)/2
sorgen fiir die richtige Zuordnung der beiden Fermiimpulse zu Neutronen bzw. Protonen.
In der folgenden Diskussion beschrinken wir uns auf den Fall einer kleinen, relativen Dif-
ferenz zwischen Neutronenzahl N ' und Protonenzahl Z und definieren den Grad der
Asymmetrie als:
5— N—-Z

N+Z°
Im Fall eines Neutroneniiberschusses ist § positiv, im Fall eines Protoneniiberschusses ne-
gativ. Mit diesem Parameter lassen sich die Fermiimpulse als

(5.2)

bnyp = kyp(14£6)Y3 (5.3)

!'Das N fiir Neutronenzahl ist nicht mit der ebenfalls gebrauchten Abkiirzung N fiir Nukleon zu ver-
wechseln.
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schreiben. Die Nukleonendichte

ki + k) 2k}

3m2 372’

ist dann unabhéingig vom Asymmetrieparameter 0.

Mit der verdnderten Zustandsdichte aus Gl. (5.1) unterscheiden sich die Berechnungen der
einzelnen Diagramme vom analogen isospin-symmetrischen Fall nur durch gednderte Iso-
spinfaktoren und andere Radien der Fermikugeln. Die Struktur der Ergebnisse bleibt er-
halten. Fiihrt man eine Entwicklung der Energie pro Teilchen in dem kleinen Parameter
§ durch, so identifiziert man die Asymmetrieenergie als Koeffizienten von 62. Der Koef-
fizient von §° stellt die bereits bekannte Energie pro Teilchen in isospin-symmetrischer
Kernmaterie (§ =0 < k, =k, = ky) dar:

Eosym(kp 1 k) = Egym(kg) + 6% A(kg) + ... . (5.5)

Wie in der Bethe-Weizsiicker Massenformel (Asymmetrieenergie oc (N —Z2)?) zeigt sich auch
in GI. (5.5), dass die Asymmetrieenergie selbst unabhéingig davon ist, ob ein Neutronen-
oder Protoneniiberschuss vorliegt: Es treten nur gerade Ordnungen in § auf. Dies liegt an
der Isospinsymmetrie der Wechselwirkung, die die Energie des Vielnukleonsystems unter
Austausch von Protonen und Neutronen ungeéndert ldsst. Da wir ein kleines  annehmen,
vernachliissigen wir alle hoheren Ordnungen und beschrinken uns auf den Term in §2.

5.1.1 Einzelbeitrige zur Asymmetrieenergie

In diesem Abschnitt geben wir die Ergebnisse der einzelnen Beitrige zur Asymmetrieenergie
explizit an, wobei wir die Definitionen aus Kap. 4 iibernehmen. Die Berechnungen verlaufen
vollig analog zu denen in isospin-symmetrischer Kernmaterie und werfen keine grofieren
oder neuen Probleme auf. Fiir die meisten Integrationen erweisen sich die Formeln im
Anhang B als hilfreich.

Kinetische Energie

Fiir den Beitrag der kinetischen Energie zur Asymmetrieenergie erhélt man:

k2 ek
Aglky) = —L — 4
O T 6My 1203

i
16M3

(5.6)
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Ein-Pion-Austausch

Der Beitrag des Fockdiagramms mit zwei Medieneinschiiben (Abb. 4.4) lautet inklusive der
relativistischen My 2-Korrektur:

2,3 2 4,2
gams; 1w 9y . 3 — 061"+ 8rfu 92 9
Ai(k = —+ - ) In(1+4 In(1+4
1kp 1) (47Tf7r)2{(8u+3) n(l +4u’) + 24riy n(l+4ur)
(1 —rH)u(3 + 8r2u?)
67r2(1 + 4r2u?)
2 2 1—3 2\,,2
+E—% { - % arctan(2u) — # arctan(2ur)

u3 5 o oy (1 =rHu(3 + 8riu?)
+§[ln(1 + 4ur) — In(1 + 4u”)] + 6215 122 ] } . (5.7)

Iterierter Ein-Pion-Austausch

Der iterierte Ein-Pion-Austausch liefert wieder Terme proportional zu der grofen Skala
MN.

Fiir das dominant beitragende Hartreediagramm mit zwei Medieneinschiiben (Abb. 4.5
links) findet man:

A2<kf7 T) =

A Mym2 [ 16(1 + r?)u?
9a wa{ (L+r)u larctan(2ur) — arctan(2u)]

IR e
7+ 1+ 10u*(5 + 3r?)
6u(l —r?)
1—7r? 4+ 35r4(1 + r?) + 10r2u?(—1 + 1572 + 45r* + 5r)
B 48r5(1 — r?)u
—11(1 +7) + 4612 + 21473 + 61r* + 851"
36r3(1 + 1) “

(1—r2)2u (1—r2)(5— 11T2)u} | 58)

In(1 + 4u?)

In(1 + 4u*r?)

Jr187“3(1 + 4u?r?)? B 18r3(1 + 4u?r?)
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Entsprechend ergibt sich fiir die Asymmetrieenergie des Fockdiagramms mit zwei Me-
dieneinschiiben (zweites von links in Abb. 4.5):

_ g4 Mxm? /“ 3% — 4u? { 1+ 8% + 8z*
- T arctan x
0

A3<kf7 T) = (471.)3]0;1 3u 2(1 + 21’2)
(1= 1221 +40?)

— tan(2
0T 201 T (1 1 de))E etan2)

) 1 1+ r3(1 + 42?%)
+xz(1—r°) +
L+72(1+422) (14721 +422))2 — 4r2
(1 —1r?)? 1+ 2rtz?
[4’/’2(1 oz T a1 2a)? [arctan(2rz) — arctan(rz)]

1+ (1 + 42?%)

(1208 arctan(rr) — g

arctan(2rz)

Lo 1+ r*(1 + 42?) . ar?z
i arctan
(1+72(1 + 422))? 1 —r2(1 —4x?)
2rx ]
— arctan — arctan
r —
+:p(1 2) 4r2x?(r? —2) +5r2 =9 1+ r2z?(1 +1r?)
—_ — /r‘ J—
r 16(1 + r2z2)? (1 + 2r2z2)2

1 2r? -9
Tr e (1+T2(1+4x2))2—4r2} | (5.9)
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Das Hartreediagramm mit drei Medieneinschiiben (zweites von rechts in Abb.4.5) trigt
wie folgt bei:

_ MNm 4ux3y3
Ay(k = JADNTx [y d 26uzry — ———— + 3(3u® — 5r’y?
a(ky,r) (47 ) d xx/ y{ )( ur u2_x2y2+ (3u z°yY”)
2
mu—i—xy - |s? +s° —2In(1 + s%) +21In(1 + r*s?)
u— 1y 1+ s?
+ A5 6r%(1 4 72) + 3r*(1 4 r?) (4 + 7r?)s>
9(1 — r2)(1 + s2)2(1 + r2s?2)4

+(=3 +27r% + 8r* 4+ 108r° 4 6% 4 4r'0)s*

+17(6 + 2517 + 681" + 72r% + 8% + r'?) s

+2r4 (7 + 112 + 300" 4 117 + 7%)s°

u+ xy
U — Y

+r0(11 4+ 1272 + 18r% 4+ 79)s' + 3r8(1 + r2)312> In

82

2 2_ 2 2 l

T A+ (1 + sy [ ury + (u” —27y) In
2r2a2q?

(u? — 22y?)

U+ xy
U — Y

(6(1 +72) 4+ 3(1 4+ r%)(2 + 5r?)s?
+(6 + 57 + 367" + 6% + r®)s* + r*(8 4 677 + 157 + 19)s"
+3r*(1 + T2)38)
- ! (78r2(1 +1?)
(1 +S2)2(1 —I—T282)2
+[1177%(2 + 572 + 3r) — 120(1 — r*)° R?s?
+[13(=9 4 69r% — r* +228¢° — 3r® 4 10r'7)
—24(1 — 3)5(1 — 3rH) R¥s*
+[—81 + r?(594 + 546r* + 3181r* + 25417° 4 2460° + 7170
+168(1 — r?)° R?)]s"
+r2(69 4 7867° + 1899r* + 3704r° 4 1554r®° + 165r'% + 13r'%)s®
+13r%(20 + 72r* + 162r* + 172r% + 33r% + 3r1%)s'?
+13r%(25 + 487 + 93r* + 417r° + 3r%) s
+13r%(14 + 187 + 211" + %)™ + 39r10(1 + 1?)s™
+24(1 =) [IOR =T + (23 + r*)R — (1 + r*)T)s*

—r%(2R + T)s4]s3)] } : (5.10)

Zusétzlich zu der aus isospin-symmetrischer Kernmaterie bekannten Definition

s 1= xy + \/u® — 22 + 12y2 werden R := ugs und T := u2§ £ verwendet.
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Das Fockdiagramm mit drei Medieneinschiiben (Abb. 4.5 rechts) stellt den Beitrag:

(4m fr)2u? 24

Gy 10+ G,
+M (3G,.10 — 5Gy.01)

_ 4 Mymi G,
As(ks,r) = M/ dx { = (3G,,20 — 2Gr. 11 + 3G 02 — 8Gy01 — 3G,)
0

. g g y20(y? + 22 1)

! / y/ lyz|\/y? + 22 —
(1—1r%)%s?

6(1 + s2)2(1 + r252)3(1 + r22)

(34 (1 —r?)s? — 3r?s*) + 3527 + s%(5 + r*(3 + s5?))]

+8(1 +1r%s%) (1 + s%)s )~(—(1—r2)t2

( — 16Rs(3 + (2 +1%)s*) + 8R?

+(1+r*H)In(1 + %) —In(1 + r2t2)])

(1 —r2)4(8R — 3s)s°t4 ] }

—|—3(1 + 52)(1 + 7“282)2(1 + tz)(l + thz)z (5.11)

Die Funktion G,.(z, u) ist weiterhin wie in GI. (4.17) definiert und die zugehorigen, partiellen

PG e (1 < 4 5 < 2) ein.

Ableitungen flieken in die Definitionen G, ;;(z, u) := a'u/ %5

Irreduzibler Zwei-Pion-Austausch mit
bis zu zwei virtuellen A(1232)-Anregungen

In diese Kategorie fallen wieder die Feynmangraphen aus den Abb. 4.6-4.8. Insgesamt erhélt
man in der Dispersionsrelationsdarstellung:

i At 2k3 16k} P 4k?
A@(k’f, A) = 1271_3 Lm d/L Im(VC + 2,u VT) ,ukf — 7 + 3,LL3 — 4—]{;]0 hl 1 + F
) 2k? 4k2

In dieser Formel sind noch keine Kontaktterme proportional zu k} bzw. k% enthalten. Diese
sind nétig, da konsequenterweise das gleiche Regularisierungsschema mit zwei Subtraktio-
nen und wNN-Vertexkorrektur verwendet wurde wie in isospin-symmetrischer Kernmate-
rie (vgl. Abschnitt 4.6.1). Vollsténdig ldsst sich der Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-
Austausches mit zwei Medieneinschiiben und ohne A-Anregungen dann, ganz analog zu
Gl. (4.38), wie folgt formulieren:

_ % _ 10k

Agron(ky, A) = [2Bn3(A) — B3(A)] —5 + [3B,5(A) — Bs(A)] 5 M4 + Ag(kys, A). (5.13)
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Per Konvention (vgl. [15]) haben wir dabei die Darstellung der Kontaktterme mit den
Koeffizienten Bs(A) und Bs(A) aus isospin-symmetrischer Kernmaterie gewiihlt. In dieser
Darstellung tauchen zwei weitere Parameter auf: B, 3(A) und B, 5(A). Sie werden sich bei
der Betrachtung von reiner Neutronenmaterie als die dortigen Kopplungskonstanten her-
ausstellen.

Es sei noch angemerkt, dass die den Fockdiagrammen ohne explizite A-Anregung (Abb. 4.6)
entsprechenden Hartreediagramme nun auch einen nicht-verschwindenden Anteil propor-
tional zu p beitragen - im Gegensatz zu isospin-symmetrischer Kernmaterie. Wegen ihrer
Dichteabhéngigkeit werden diese Beitrdge jedoch in den Kontakttermen mit Bs(A) und
B, 3(A) aufgenommen.

Dreikérperterme des Zwei-Pion-Austausches mit
einer virtuellen A(1232)-Anregung

Die zugehorigen Feynmandiagramme, Abb. 4.9, zeigen ganz links den Hartreegraphen, wel-
cher folgenden Beitrag liefert:

[In(1 + 4u?) — In(1 + 4u?r?)]

Ay 1) g mSu? | 3(3+7r?) +16(1 + r?)u?
T —=
A 9A (27 )4 401 —1r2)
u2
3(1 + 4u?)(1 4 4u?r2)3
+24(1 4 47r% 4+ 61r* 4+ 11r%)u? + 32r2(9 + 12477 + 79r* 4 47)u®

[9(3 +7?) 4+ 6(17 4 56r* 4 15r*)u?

+512r*(1 + 1072 + r4)u8]} : (5.14)

Im Gegensatz zu isospin-symmetrischer Kernmaterie verschwindet das ungekreuzte Fock-
diagramm (Abb. 4.9 rechts) nun ebenfalls nicht und es ergibt zusammen mit dem gekreuz-
ten (Abb.4.9 Mitte):

6

4 u
= gamy
Ag(kp,r) = m{/o dx {4Gs,r,o1Gs,r, 10— 2G%,. 01 — 6G%, 10

+2Gs, (3Gs,r +8Gs, .01 — 3Gs,r02 + 2Gs,r 11 — 3Gs,r,20)
+2G1,r,00GT,r, 10 — 7G2T, r,01 3G%,r, 10

+Gr,r (3Gr,r +8Gr,r 01 — 3G71,r 02 + 2G7, 7 11 — 3G1,), 20)} } (5.15)

Hierbei ist Gy ,(x,u) wiederum aus dem isospin-symmetrischen Fall {ibernommen und
. '-HcG
— J kaj I,T(xvu)
i OxI Huk ’

steckt partiell abgeleitet in der Definition Gy, jx(z, u) :
[e{ST}, 1<j+k<2
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5.1.2 Auswertung

Fasst man alle Einzelbeitrige zu einem gesamten Ausdruck fiir die Asymmetrieenergie zu-
sammen, so erhdlt man mit allgemeinen Kontakttermen, deren Form analog zu isospin-
symmetrischer Kernmaterie (siehe GI.(4.41)) aus den Kontakttermen des irreduziblen
Zwei-Pion-Austausches abgeleitet wird:

ke 10k:5 8

Ava(ky, A) = [2B,a(A) = Ba(W)] 7 +[3B.s(A) = Bs(M)] gt Z (ky, M) (5.16)

B, 3(A) und B, 5(A) werden sich in Neutronenmaterie als die einzigen Kopplungsstirken
herausstellen, wihrend Bs(A) und Bs(A) bereits aus isospin-symmetrischer Kernmaterie
bekannt sind, wo sie in Abhéngigkeit von A so angepasst wurden, dass die Zustands-
gleichung unabhéngig von A reproduziert wird. Selbstverstindlich kénnten wir hier auch
wieder von einer beliebigen Monopolmasse ausgehen und die entsprechenden Kopplungs-
konstanten (vgl. Abb. 4.19 rechts) verwenden. Am naheliegendsten ist jedoch die Wahl von
Ao =~ 1.15GeV, denn dafiir vereinfacht sich Gl. (5.16) mit Bs(Ag) = Bs(Ag) = 0 zu:

_ k3 10k N
Atotan(kg, Ao) = 2By 5(Ao) 375 +3Bus(ho) gy + > Ai(ky, o). (5.17)
N N ;

Zur Bestimmung von B,, 3(Ao) und B, 5(A¢) benutzen wir zundchst den Wert der Asymme-
trieenergie an der Sittigungsdichte, Ao (ko) = 33.2MeV, aus [42]. Dieser wurde durch
ausgefeilte Anpassung des Tropfchenmodells fiir Atommassen (inklusive von Schalen- und
Deformationsenergien) an empirische Werte fiir Bindungsenergien und Spaltbarrieren er-
mittelt. Der Wert stimmt sehr gut mit (34+£2) MeV aus relativistischer mean-field Rechnung
(vgl. [30]) iiberein. Auch [43] liefert mittels relativistischer Dirac-Briickner Methode, an-
gewandt auf das Bonn A-NN-Potential, einen Wert von = 34 MeV.

Die Forderung Asosar(kf0, No) < 33.2MeV bedingt die Beziehung:

Den zweiten benétigten Zusammenhang, um auch B, 3(A¢) festzulegen, wihlen wir in Neu-
tronenmaterie. Die Ergebnisse hierzu stellen wir im Folgenden zunéchst dar, bevor wir die
Auswertung der Asymmetrieenergie zusammen mit der von Neutronenmaterie fortsetzen.

5.2 Neutronenmaterie

Isospin-symmetrische Kernmaterie mit N = Z (§ = 0) stellt einen Grenzfall asymme-
trischer Kernmaterie dar, in welchem die Asymmetrie vollig verschwindet. Der andere
Grenzfall, fiir den die Asymmetrieenergie ihren maximalen Wert annimmt, bildet Neu-
tronenmaterie mit Z = 0 (0 = 1). Es ist kein stark gebundenes System aus Neutronen
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bekannt und gerade weil experimentelle Beobachtungen kaum mdglich sind, ist es wich-
tig, theoretische Vorhersagen zu treffen. ? Im Folgenden wollen wir daher ganz analog zu
isospin-symmetrischer Kernmaterie die Energie pro Nukleon in Neutronenmaterie durch
die chirale Piondynamik vorstellen.

Wie zur Berechnung der Asymmetrieenergie muss lediglich im Medieneinschub des Nu-
kleonpropagators eine kleine Anderung vorgenommen und eine Isospinprojektion auf das
Neutron eingefiigt werden:

1-— T3

Oy —15l) = Ok — 7)) —2, (519)

Die Neutronendichte ist mit dem Fermiimpuls k,, definiert als p,, = k3 /(37?).
Damit sind die Einzelbeitrige zur Energie pro Neutron ganz analog zu den bisherigen
Verfahren zu ermitteln.

5.2.1 Einzelbeitrige

Es zeigt sich, dass die meisten Diagramme sehr einfach fiir Neutronenmaterie zu berech-
nen sind, da sie sich nur durch einen relativen Isospinfaktor von ihren bereits bekannten
Ergebnissen fiir isospin-symmetrische Kernmaterie unterscheiden.

Kinetische Energie

Fiir die mittlere kinetische Energie mit relativistischen Korrekturen erhélt man in Neutro-
nenmaterie:

f A
Bolhn) = o — Sty o 2
molh) = T0hry ~ 560% T IR (5-20)

Ein-Pion-Austausch

Der Beitrag des Ein-Pion-Austausches (Abb. 4.4) lisst sich unmittelbar aus dem Ergebnis
in isospin-symmetrischer Kernmaterie (Gl. (4.12)) ablesen:

1
En71<kn7r> = g ' El(kf,T) ‘kfﬂkn . (521)

Iterierter Ein-Pion-Austausch

Auch fiir den iterierten Ein-Pion-Austausch (Abb.4.5) unterscheiden sich die Ergebnisse
in Neutronenmaterie nur durch Faktoren von denen in isospin-symmetrischer Kernmaterie

2Neutronensterne sind die einzigen bekannten, gebundenen Systeme aus Neutronen. Fiir die Bindung
ist allerdings die Gravitation verantwortlich.
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(Gl. (4.13-4.16)).
Fiir die Hartreediagramme mit zwei bzw. drei Medieneinschiiben gilt:

1
By op4(kn,7) = 5 < Eoyy(kyr) |ky—hn - (5.22)
Entsprechend findet man fiir die Fockdiagramme:
1
En,3/5(/fn,7“) = 3 E3/5<kfar> ‘kfﬂkn . (5.23)

Irreduzibler Zwei-Pion-Austausch mit
bis zu zwei virtuellen A(1232)-Anregungen

Fiir Neutronenmaterie ergeben Abb. 4.6-4.8 den Beitrag:

A+m 3
_ w 4k
En,6<kn7 A) = @ , d,u Im(VC + WC + 2M2VT + 2/,L2WT){3,LL]{? — %
8k, b 2k, ) 4k?
—— — -4 — 12 In(1+—" )
+5M T p? arctan ; +8/<:3( K2+ In 1+ 2

(5.24)

In dieser Gleichung sind noch keine Kontaktterme enthalten. Diese werden aber wiederum
analog zu isospin-symmetrischer Kernmaterie (Abschnitt 4.6.1) auftreten, und es gilt fiir
den allgemeinen Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches:

_ k3 k5 _
B ivron(kn, A) = Ba 5 s 3 + Bus(A) i + Enolkas A) (5.25)
N

Die Koeffizienten B,, 3(A) und B, 5(A) kamen bereits in den Kontakttermen der Asymme-
trieenergie vor.

Dreikorperbeitrag des Zwei-Pion-Austausches mit
einer virtuellen A(1232)-Anregung

Das Ergebnis des Hartreediagramms (Abb. 4.9 links) ergibt sich aus demjenigen in isospin-
symmetrischer Kernmaterie (Gl (4.19)) ergénzt durch eine zusétzlichen Faktor:

1
Em?(km'f’) = 6 'E7(kf7'f’) }kfﬂkn . (5.26)

Wie fiir die Asymmetrieenergie trigt hier neben dem gekreuzten Fockdiagramm auch das
ungekreuzte bei und man erhélt durch explizite Berechnung der beiden beitragenden Fock-
graphen (Abb. 4.9 Mitte und links):

6

4 Un
Bus(h.r) = 250 /0 4 (G2, (1, 1) + 2G5, (2, )] (5.27)
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5.2.2 Auswertung

Nimmt man alle Einzelbeitrédge zusammen, so lisst sich die Zustandsgleichung fiir Neutro-
nenmaterie, analog zu Gl. (4.41) bzw. zu Gl. (5.16), schreiben als:

3 5 8
Eualbn N) = B8 12 + Bos) i + 3 Buibnd). (528)
Die Kopplungskonstanten der Kontaktterme sind die bereits in Gl. (5.16) verwendeten und,
wie dort, greifen wir uns zur Auswertung die Monopolmasse Ay heraus.
Aus GIL. (5.18), die die Asymmetrieenergie an der Séttigungsdichte auf den Wert von
A(kyso) = 33.2MeV fixiert, ist der Koeffizient B, 5 in Abhiingigkeit von B, 3 festgelegt.
Wie angekiindigt, wollen wir B,, 35 durch Vergleiche mit anderen Ergebnissen fiir Neutro-
nenmaterie anpassen. Dazu wihlen wir die Resultate aus [44], wo eine Variationsmethode
mit einer dichteabhingigen M3Y-Wechselwirkung und einem nullreichweitigen Potential
eingesetzt wird. Die Werte stimmen sehr gut mit denen aus [45] {iberein, wo das Argonne
v18-Potential zugrunde liegt.
Sie wurden nun fiir Dichten bis p,, = 0.25fm ™2 jeweils von unseren entsprechenden Werten
fiir die Energie pro Neutron abgezogen und die Differenzen wurden (geméf dem normalen
Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetz) quadriert, aufsummiert und minimiert. Man erhélt
damit:

Bus(Ag) ~ —1.02 Y B (Ag) ~ 1.27. (5.20)
Leider ist das Ergebnis fiir die Zustandsgleichung von Neutronenmaterie alles andere als
zufriedenstellend, wie Abb. 5.1 verdeutlicht.
Deshalb fiihren wir das gleiche Verfahren zur Festlegung von B, 3 noch mit anderen Ver-
gleichswerten aus Monte-Carlo-Simulationen [46] durch. Diese liegen systematisch unter-
halb von den bisher verwendeten aus [44] und [45] und sind auch noch etwas kleiner als
die aus [47|, wo Teilchen-Teilchen und Loch-Loch Ringdiagramme bis in alle Ordnungen
aufsummiert werden. Mit den Werten fiir Neutronenmaterie aus [46] bekommt man:

Gl (5.18)
—

Der attraktive Kontaktterm in kf’[ ist im Vergleich zu den Werten aus Gl. (5.29) abge-
schwécht. Der Beitrag in k? ist jetzt nicht mehr repulsiv sondern attraktiv. In Abb.5.1
zeigt sich, dass diese Anpassung an [46] (schwarz durchgezogene bzw. gestrichelte Kurve)
zwar etwas besser zu funktionieren scheint als die erste an Werte aus [44] (blau gestrich-
punktete bzw. gepunktete Kurve), aber der Bereich und die Anzahl der Vergleichswerte ist
hier auch kleiner.

Lisst man B,, 3(A) probehalber frei variieren, so zeigt sich, dass sogar der qualitative Kur-
venverlauf duferst stark von diesem Koeffizienten abhéngt.

Nun wollen wir dennoch die Auswertung der Asymmetrieenergie mit den ermittelten Pa-
rametern B,, 3 und B, 5 fortsetzen und abschliefen. In Abb. 5.2 ist die zu den Werten in
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Abbildung 5.1: Energie pro Teilchen von Neutronenmaterie in Abhén-
gigkeit von der Dichte. Die rote gestrichpunktete Kurve zeigt unser Er-
gebnis fiir die Monopolmasse Ay beim Fehlen jeglicher Kontaktterme,
welche aber offensichtlich benotigt werden. Die blaue gestrichpunktete
Linie stellt den Verlauf mit den Kopplungskonstanten aus Gl. (5.29) dar
und die gepunktete Linie zeigt explizit die zur Anpassung in Gl. (5.29)
verwendeten Vergleichswerte aus [44] (Basu). Analog gibt die schwar-
ze durchgezogene Linie die Kurve mit den Kopplungskonstanten aus
Gl. (5.30) wieder und die schwarze gestrichelte Linie zeigt die zur An-
passung in Gl. (5.30) benutzten Vergleichswerte aus [46] (Carlson).

Gl. (5.29) (blau gestrichelte Kurve) bzw. in Gl. (5.30) (schwarz durchgezogene Kurve) ge-
horige Asymmetrieenergie in Abhéngigkeit von der Dichte gezeigt. Zum Vergleich ist auch
die Asymmetrieenergie geméf [48] (griin gepunktete Kurve) eingezeichnet. Dort wurde mit
Briickner-Hartree-Fock Methoden und dem Argonne v14-NN-Potential gearbeitet. Die zu-
gehorige Kurve liegt unterhalb des von uns erhaltenen Verlaufs. Allerdings verfehlt sie auch
den empirischen Wert von etwa 33.2MeV an der Sattigungsdichte. Dies gilt ebenfalls fiir
die nicht eingezeichneten Resultate aus [47], die hervorragend mit den eingetragenen aus
[48] iibereinstimmen.
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Abbildung 5.2: Asymmetrieenergie als Funktion der Dichte mit den
Kopplungskonstanten aus Gl. (5.29) (blau gestrichelt, Neutronenmaterie
an Basu-Werte angepasst) bzw. Gl. (5.30) (schwarz durchgezogen, Neu-
tronenmaterie an Carlson-Werte angepasst). Zum Vergleich ist auch der
Verlauf aus [48] (griin gepunktet, Zuo-Werte) dargestellt. Die rote ge-
strichpunktete Kurve, die fiir die gewéhlte Monopolmasse Ag auf jegli-
che Kontaktterme verzichtet zeigt deren Notwendigkeit auf, analog zu
Abb. 5.1 fiir Neutronenmaterie.
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Kapitel 6

Das effektive Einteilchenpotential

Da unsere bisherigen Rechnungen gerade fiir die Bindung von isospin-symmetrischer Kern-
materie gute Ergebnisse geliefert haben, wollen wir nun noch die Eigenschaften eines einzel-
nen Nukleons in Kernmaterie herausgreifen. Es bewegt sich mit seiner mittleren kinetischen
Energie unter dem Einfluss eines effektiven Einteilchenpotentials, das nun explizit berech-
net werden soll.

Betrachten wir ein willkiirlich ausgewihltes Nukleon in isospin-symmetrischer Kernma-
terie. Das zugehdrige effektive Einteilchenpotential ldsst sich allgemein aus der impuls-
und dichteabhéingigen Selbstenergie des Nukleons ableiten. Diese berechnet sich iiber den
In-Medium-Nukleonpropagator und beriicksichtigt die Wechselwirkungen der Nukleonen
untereinander (bis zu einer gewissen Ordnung), wobei das Pauli-Prinzip zu beachten ist.
Es gibt jedoch noch eine alternative Moglichkeit, um das mittlere Feld in Kernmaterie
zu bestimmen. Diese erlaubt es, unsere bisherigen Rechnungen zur Energie pro Teilchen
(vgl. Kap. 4) direkt zu nutzen. Die geschlossenen Diagramme, die dabei betrachtet wur-
den, resultieren ja gerade aus dem Schliefsen der Nukleonlinie in Selbstenergiediagrammen.
Umgekehrt ist es auch moglich, durch Offnen eines geschlossenen Diagramms an einem
Medieneinschub wieder auf das Selbstenergiediagramm und damit auf das effektive Ein-
teilchenpotential riickzuschliefsen. Im Folgenden wollen wir diesen Weg beschreiten.

Die Vakuumgraphen aus Kap. 4 lassen sich durch die Anzahl der Medieneinschiibe charak-
terisieren. Ein Medieneinschub kennzeichnet gerade den Unterschied des Nukleonpropaga-
tors in Kernmaterie (hier bei der Temperatur 7' = 0) zu dem freien Nukleonpropagator (vgl.
Gl. (4.5)), also die Wechselwirkung mit anderen Nukleonen. Die Anzahl der Medieneinschii-
be kann demzufolge als die Anzahl der an der betrachteten Wechselwirkung teilnehmenden
Nukleonen interpretiert werden.' In diesem Sinn liisst sich die Energiedichte (hier bis in

! Andererseits kann z.B. ein Diagramm mit drei Medieneinschiiben auch als Zweikérperterm mit Pauli-
geblocktem Zwischenzustand angesehen werden.
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Drei-Loop-Ordnung) formal ordnen:
) = / 05, Ky d(5y) + / 05, 4By Ky d(5) d(5) + / 5, A5, 4By K d(5y) d(5s) d(F)
+ / 5, Ay &y & K () () d(55) d(5) (6.1)

Im Folgenden bezeichnen wir stets den Betrag des rdumlichen Tmpulses mit p := |p’| (und
meinen mit p also nicht den Viererimpuls).

Der Einkorperkern Ky = 47}, (|p1|) umfasst lediglich die kinetische Energie, versehen mit
einem Faktor 4, welcher die Spin- und Isospinfreiheitsgrade des Nukleons zahlt. Zusammen
mit relativistischen Korrekturen gilt:

p? p P°

- - o 6.2
oMy RME 160G T (6.2)

Die Kerne K5 und IC3 sind die Zwei- und Dreikérperterme, die mit den geschlossenen Dia-
grammen mit zwei und drei Medieneinschiiben aus Kap. 4 korrespondieren. Dort wurde
auch bereits darauf hingewiesen, dass in der betrachteten Drei-Loop-Nadherung die Vier-
korperbeitrage, also die Graphen mit vier Medieneinschiiben, rein imaginér sind. Sie sind
dem Kern K, zugeordnet, welcher proportional zu §(py + pa + p3 + py) ist.

In GI. (6.1) bezeichnen die d(p;), j € {1,...,4}, die Zustandsdichte im Impulsraum. Setzt
man dafiir d(p;) = O(k; — p;)/(2m)?, also die Zustandsdichte eines gefiillten Fermisees ein,
so erhiilt man gerade die Energiedichte von Kernmaterie im Grundzustand: e = pE(ky). Die
Zustandsdichte ist dabei so normiert, dass die Nukleonendichte wie iiblich p = 2k}/(37?)
lautet.

Soweit beschreibt Gl. (6.1) nur das Bekannte aus Kap. 4. Der Vorteil ist jedoch, dass man
mit dieser allgemeinen Schreibweise der Energiedichte auch auf das effektive Einteilchen-
potential zugreifen kann. Dazu muss man lediglich die Zustandsdichte etwas abédndern:

Olky — ;) B 5 5. (6:3)

Dem Fermisee wird so ein Testnukleon mit festem Impuls p’ zugefiigt, was gewissermafen
dem Aufschneiden eines Diagramms entspricht. 7 ist als + das inverse (unendliche) Volu-
menelement zu identifizieren und entscheidet, ob es sich um ein Teilchen (Vorzeichen +
und p > k) oder um ein Loch (Vorzeichen — und p < k¢) handelt.

Berechnet man mit der verédnderten Zustandsdichte aus Gl. (6.3) nun das Energiedichte-
funktional aus Gl. (6.1), so ergibt sich:?

e = pE(ks) + 41 [Tein(p) + U(p, ky) +iW (p, kf)] . (6.4)

’Die A-Abhingigkeit ist hier nicht explizit mit angeschrieben.
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Der erste Term der rechten Seite ist die bekannte Grundzustandsenergiedichte (vgl. Kap. 4).
Der zweite Summand resultiert aus der Einfiihrung des Testnukleons, wobei mit dem Faktor
4 wieder die moglichen Spin- und Isospineinstellungen beriicksichtigt sind. Geméf der
Einteilung der Wechselwirkungskerne in GI. (6.1), lassen sich der Real- und Imaginérteil
des Einteilchenpotentials in Zwei-, Drei- und Vierkorperbeitrége (jeweils in den Indizes
unterschieden) zerlegen:

U(pakf) = UQ(pka)+U3(pka)7
W(pka) = W2(p7kf)+W3(p7kf)+w4<p7kf)'

Mit GL. (6.3) und GI. (6.4) ist direkt eine Konstruktionsvorschrift fiir das effektive Einteil-
chenpotential gegeben: Wir setzen die Energiedichte fiir die gleichen Diagramme wie in
Kap. 4 mit den Feynmanregeln in exakt gleicher Weise an. Die einzige Verdnderung ist die
Ersetzung von GI. (6.3) im Medieneinschub des Nukleonpropagators aus Gl. (4.5). Die Be-
rechnungen bereiten keine neuen Schwierigkeiten. Aus dem Ergebnis jedes Einzelbeitrags
filtern wir schlieklich den Term linear in 7 heraus (das “aufgeschnittene” Diagramm), divi-
dieren diesen durch 4-7n und erhalten den Beitrag des jeweiligen Diagramms zum effektiven
Einteilchenpotential.

Natiirlich kann man, ausgehend von den Beitrdgen zum effektiven Einteilchenpotential,
durch Integration iiber eine Fermikugel vom Radius & (also durch Schliefen der Diagram-
me) wieder direkt auf die Energie pro Teilchen (in gleicher Ordnung) zuriickgreifen:

_ 3 [t 1 1

E(/{Zf) = —3/ dpp2 Tkm(p) -+ —U2<p, /{Zf) —+ —Ug(p, kf) . 3 (65)
k3 Jo 2 3

Die Imaginirteile der Beitrdge zum effektiven Einteilchenpotential diirfen hier keine Rolle

spielen, da die Energie pro Teilchen reell sein muss. Es gilt daher:

3

ki 1 1 1
ﬁ/ dp p* ng(p, kf) + §W3(p, k) + —=Wa(p, kf)] =0. (6.6)
+Jo

4

Diese beiden Gleichungen stellen einen sehr guten Test der Rechnungen dar. An der Fer-
mikante, p = ky, gibt es noch einen weiteren Zusammenhang zwischen der Energie pro
Teilchen und dem effektiven Einteilchenpotential: Das Hugenholtz-Van-Hove Theorem. Die
Fermienergie, also die volle Einteilchenenergie an der Fermikante, ist gleich dem chemischen
Potential bei der Temperatur 7" = 0. Das chemische Potential ergibt sich {iber allgemeine,
thermodynamische Beziehungen als Ableitung der Energiedichte pE(kf) nach der Dichte
p. Es gilt also:

_ ks OB (ky)

Thin(ky) + Ulky, ky) = E(ky) + 3 Ok, ;o Wiks, kp)=0. (6.7)

3Die Faktoren 1/2 und 1/3 beriicksichtigen kombinatorische Faktoren. Aus dem Schliefen der Nukleonli-
nie eines Selbstenergiediagramms resultieren beispielsweise drei topologisch dquivalente Vakuumdiagramme
mit drei Medieneinschiiben.
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Am Siéttigungspunkt von Kernmaterie, kf = kg, verschwindet die Ableitung und Gl. (6.7)
vereinfacht sich zu:

Tin(kgo) + Ulkgo, ko) = E(kro) .- (6.8)
Dieser Zusammenhang ist etwas einfacher nachzupriifen als Gl. (6.5) und wurde als explizi-
ter Test unserer Rechnungen fiir das effektive Einteilchenpotential benutzt.* Im folgenden
Abschnitt stellen wir unsere Ergebnisse fiir dieses vor.

6.1 Realteile der einzelnen Beitrage

Um die Einzelbeitrdge mit dem jeweiligen Term der Energie pro Teilchen in Kap. 4 in Ver-
bindung bringen zu kénnen, verwenden wir die gleichen Indizes wie in fritheren Kapiteln.
Auch die dortigen Abkiirzungen, wie z.B. u := ky/m,, setzen wir nach wie vor ein. Zu-
sitzlich bietet sich die Definition x := p/m, an. Die Abhéngigkeit von A kennzeichnen wir
nicht mehr explizit im Argument der einzelnen Terme.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die folgenden Formeln sich im Zweifelsfall auf einen
Lochzustand beziehen, also auf ein aus dem Fermisee entferntes Teilchen mit dem Impuls
0<p<ky.

6.1.1 Ein-Pion-Austausch

Das Fockdiagramm mit zwei Medieneinschiiben (in Abb. 4.4 rechts) liefert folgenden Zwei-
korperanteil zum Einteilchenpotential:

- 3g3m?3
Ui(kp,z) = (in 7)r2 arctan(u + x) + arctan(u — x)
T Jr
1 — 3r?
———larctan(r(u + z)) + arctan(r (u — z))]
,
1—|—u2—x21 1+ (u+ ) 1—27’2—7’4(u2—x2)1 1+7%(u+x)?
— n — n
4x 1+ (u—x)? drix 1+ 7r2(u—x)?
m? 2(1 —rHu
v [3—=7r*2—5u* - T2°
+16M§ {r‘l(l + 2r2(u? + 22) + rt(u? — 22)?) 3= " =)

—4r*(2*(1 — 2% + (1 + %)) — 2r%(u? — 2%)?]
—2(1 + 42®)[arctan(u + x) + arctan(u — z)]
3= (5-4(1 - 3r")2?)

+(“;4 +2u2x—3x3) : (m L+ (uta) Hr2(u+x)2)] } (6.9)

1+ (u—ux)? n1+r2(u—x)2

larctan(r(u + z)) + arctan(r(u — x))]

“Ein Vorteil von GI. (6.7) und GI. (6.8) ist ferner, dass sie auch fiir jeden einzelnen Beitrag als Test
herangezogen werden kénnen.
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6.1.2 Iterierter Ein-Pion-Austausch

Schneidet man die geschlossenen Vakuumdiagramme in Abb. 4.5 an einem Medieneinschub

auf, so bekommt

man, entsprechend der Anzahl der Medieneinschiibe, Zwei- bzw. Dreikor-

perbeitrage zum effektiven Einteilchenpotential.
Das Hartreediagramm mit zwei Medieneinschiiben (in Abb. 4.5 links) liefert folgenden Bei-

trag:

U2<kf7 SL’) =

larctan(u + x)

- ghMxm2 | (4u + 6ux — 223 + 32)(1 + r?) + 62
(4m)° [z

2(1 —1r?)x
—arctan(r(u + x))]

4u® — 6u’s + 22° — 3x)(1 +7°) — 6
(4u uxr + 2z z)(1 477 $[arctan(u—x)—arCtaH(T(U—x))]

2(1 =)z
7+ 7%+ (15 4 9r?) (u® — 2?) n 1+ (u+ )
8(1 —r?)z 1+ (u—x)?

+1 — 72 + 35711 + r?) + 3(u? — 2%)r*(—1 + 1572 + 451 + 5rF)

64r5(1 — r?)x
L+7r?(u+2z)?  3(1+7r)—10r% + 7873 — 257 + 15¢°

n1+r2(u—x)2 - 16r3(1 4 r) Y

(6.10)

(=21 —re(u—x)  (1—r2)*(L+r’(ut ) }
16r52(1 4+ r2(u — z)?) 16752(1 4 r2(u + z)?)
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Analog entspricht dem Fockdiagramm mit zwei Medieneinschiiben (in Abb. 4.5 zweites von

links): ®
ghMymy [T 5 w26 2)?) 6
{Uo d§2+/i2z it = e

_{1+8§2+8£4 tane — L+ 4
20+2¢) T 201+ 28)(1+ (1 +4€))

1 1+ 72(1 + 4€?)
1+72(144€%)  (1+r2(1 +—4§2))2——14r2>

2) (arctan(2r¢) — arctan(r))

arctan(2¢)

(4m)>f3

U3(kfv :E) =

+€(1 - rz)(
(1 —1r?)? 14 2r4g?
(T 22877 2(1 + 2r2€7)

Lt (1 + 4% 5 arctan(2r¢)

(14 r2(1 + 4€2))
; 4r2¢
) (arc an 7 T Ty

+(4r2
+(1 + 2£?) arctan(ré) —
o L+ri(1+48%)
*(1*%"a+r%1+%%v
2ré 2ré )
— arctan — arctan
1+7r 1—r
4r28%(r* —2) +5r2 =9 1+ 7r22(1+1r?)
(14 2r2€2)2
(6.11)

16(1 + r2€2)2
1 272
T T ) |

+§(1 —7«2)(

Das Hartreediagramm mit drei Medieneinschiiben (zweites von rechts in Abb. 4.5) korres-

€+ Z]) folgt dann:

’Durch den Ansatz iiber die Feynmanregeln erhilt man die Form
Oa(hs.o) = [ @5 00k - 7i]) £(6),
2 ¢:=|¢ und z := |Z|. Mit &®p; O (ks — |1]) = d>E8m O(L —

wobei £ = 5;’17 — :
Galhya) = [ d*Esmd oG -+ 3D 7©)
SR
dg & f(¢)

1 -5+
= 27r/ d’y/
-1 0
u—x 1 u;m 1
d [ e [ Tae [, 2dv)€2f(£)-
_1 u—=x x 7::&;45

([

Der letzte Schritt beinhaltet lediglich das Umdrehen der Integrationsreihenfolge. Die Ausfiihrung der -

2

Integrationen in den Doppelintegralen ist nun trivial und es folgt die in Gl. (6.11) gezeigte Darstellung.
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pondiert mit folgendem Dreikorperbeitrag zum Potential:

_ M
Us(ky,z) = 6?2 fj? / dy { {Zu:py + (u® — 2%y?) In Z j_L ;‘lﬂ (6.12)
1 2 2
. L i :2 (ln(l +12s?) — In(1 + 32)) T 52)?1 T (3(1 +72)

(24 (14 5r%)s?) +r3(3 + 2572 + 7r* +r%)s* + (1 4+ 107 + T4)$6):|

— —7’2>4<:cy+£>5{2“€ + (w2 =€) uﬂ
+/ d¢ = -
~ay [1+ (zy + E2P[1 + r2(zy + )24
/ dfﬁ r+&y
0

. {“ ) (m(ifi—?) ~In(1+ 02)) +
=12 6(1

2

<3(1 +7?)

+02)(1 4 r202?)3

(24 (1 +5rH0?) +r?(3 +25r2 + Trt + )0t + 1Y (1 + 1007 + 7‘4)06)} } :

wobei weiterhin die Definitionen s := xy+/u2 — 22 + 22y? und o := y++/u? — &2 + £2y2
gelten.
Dem Fockdiagramm mit drei Medieneinschiiben (in Abb. 4.5 rechts) entspricht der Term

_  3gAMym? [ G2a,u) [ (1=7r)(1+7°(2* = &)
Ut = "y { e R e e R

1-g+a?( 1+r°(¢+a)? 1+ (E+a)
BT <”1+r2<s x>2_1”1+<£—x>2)]

/ / 2. 176! Y2+ 22— 1) [(1 —r?)s? —In(1+4 s%) +In(1 + 7’252)}

Yzl /g2 4+ 22— 1L L+ rs?
(1 —1r%)
[W ln(l + t2) + 1n(1 + T2t2):|

—/ df—/ “12 22 ln(1+o—2)+ln(1+r2a2)]
{ Azyr®(1 —r?)(1 +r*(a? —§2)) 1 |2B + (2° —52_13%\

(A7 4y28%72) @B — (2 — € — )¢
PA? 4 (1= )1+ r2(a? — 29262 + 52)] LA+ (@ = € — 1]
- A3 YA (@2 =) = 1>y§|}

(6.13)
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mit A = \/[1 +r2(22 — €2)]2 + 4r2¢2(1 — y2) und B := A(r = 1). Die Funktion G, wurde
bereits in Gl. (4.17) definiert.

6.1.3 Irreduzibler Zwei-Pion-Austausch mit
bis zu zwei virtuellen A(1232)-Anregungen

Der Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches zur Energie pro Teilchen, dargestellt
in Abb. 4.6-4.8, korrespondiert mit einem Zweikorperbeitrag zum effektiven Einteilchenpo-
tential von:

_ 1 A+my ) ) 2k3
Uﬁ(k'f,p) = 2—71_3 - duIm(VC+3WC+2,u VT+6M WT){,Mk’f+ 15“3(3/{:f+5p )
2k} k kp—
- — u arctan —L P ,u2 arctan — P
3 Ju Ju
2 2
Koo 2 2 p” + (ks + p) }
+—(p +ky—p°)In . 6.14
I R R (619

Dieser Term wurde wieder iiber die Dispersionsdarstellung der T-Matrix der Nukleon-
Nukleon-Streuung abgeleitet.

Zu betonen ist, dass hier, in Einklang mit Gl. (4.38), zusitzliche Kontaktterme ins Spiel
kommen kénnen, so dass allgemein gilt:

3 3

K
M2 + B5(A)3M4

UiTT.ZW(kf7p) = 233(/\) (3kf + 5p ) + Uﬁ(kf p) (615)

6.1.4 Dreikorperterme des Zwei-Pion-Austausches mit
einer virtuellen A(1232)-Anregung

Die Dreikorperbeitrige zum mittleren Feld stehen in Verbindung mit den Feynmandia-
grammen in Abb. 4.9, die die zugehdrige Energie pro Teilchen beschreiben. Es ergibt sich
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fiir das Hartreediagramm (in Abb. 4.9 links):

B 4m6 u2
U7<]€f,.§l]) — gamy {

2 fr) A | 12(1 4 4r2u?)r2[1 + 2r2(u? 4+ 22) + r4(u — )2 (u + 2)?)?
~(37~8(3 + %) (1 + 3r*)u'® — r0(=35 + 10r* — 179r" + 24r2® 4 9612

+72r%22)u® 4+ r*(13 — 62r? + 385r* — 5r22? + 70r*2? — 305r%22
+18rz* + 108r%2* + 162782 )u’ — r2(19 + 221 — 3057 + 50r°2?
+20r* 0% — 2147527 + 15r*2* + 7882 4+ 272 + 487820 + 1447r'02%)0?
+3(1 4 r?2?)2(=2 + 34r* — 3r22® + 2r'2? + 177527 — ria? + 2702

+15r%2M ) u? + 1202 (1 + T21‘2)4)

2\, 3
+(51+L2)u larctan(u + x) + arctan(u — x) 4 arctan(2u)]
—r
1 _ 52 2 | .4)),3
( 5252& ?TT;)L r)u larctan(r(u + ) + arctan(r(u — x))

1+ 3(3 + r?)u?
4(1 —r?)
(3+7%+2(1 +r?)(u® — 2?))u?
2(1 —=r?2)x

+ arctan(2ur)] + (1 + 4r°u?) — In(1 + 4u?)]

[ln1+r2(u+x)2 _1n1+(u+x)2]}.

1+7r2(u—x)? 1+ (u—x)?

Wie fiir die Energie pro Teilchen in isospin-symmetrischer Kernmaterie liefert auch hier
nur das gekreuzte Fockdiagramm (in Abb. 4.9 Mitte) einen nicht-verschwindenden Beitrag:

6

7r4x2 {2G?9,r<x7u) + G%T(JZ‘,U)

4
_ gam
R e A

+2 /Ou d¢ (205,,,(5,@8%575’33) + GT,r(é‘,u)aGTgif’@> } . (6.17)

Die Funktionen Gy, I € {S, R}, sind bereits aus Kap. 4 bekannt.

6.2 Der Imaginirteil des Einteilchenpotentials

Bis in Drei-Loop-Ordnung tragt nur der iterierte Ein-Pion-Austausch zum Imaginérteil des
mittleren Kernpotentials bei. Beschrinkt man sich, wie in Abschnitt 6.1, auf ein Testloch,
d.h. 0 < p < ky, so beschreibt der Imaginérteil anschaulich mit 7po0, = [2W (kg,p)] ™"
die endliche Lebensdauer des Lochzustandes im Fermisee. Der zugehorige physikalische
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Prozess ist die Energieumverteilung auf einen Lochzustand nidher an der Fermikante mit
zusatzlicher Teilchen-Loch-Anregung.

Die Berechnung der Einzelbeitrige verliuft ganz analog zu den Realteilen. Wir gehen hier
jedoch nicht ndher auf den Imaginérteil des Einteilchenpotentials ein, sondern konzentrieren
uns auf den Realteil, aus dem noch weitere Einteilcheneigenschaften, wie z.B. die effektive
Masse ermittelt werden kdnnen.

6.3 Auswertung des Realteils des effektiven Einteilchen-
potentials

Setzt man den gesamten Realteil aus allen, soeben besprochenen Beitrigen zusammen,
so treten - ganz analog zu isospin-symmetrischer Kernmaterie in Kap. 4 - wieder allge-
meine Kontaktterme mit der gleichen k-Abhéngigkeit wie beim irreduziblen Zwei-Pion-
Austausch auf:

]{:3 3
M2 * B5(A)3M4

Utotar (kg x, A) = 2B3(A)~—5 3k + 5p%) Uy(ks,x,A) . (6.18)

\\Mm

Die Koeffizienten sind, geméaf dem Hugenholtz-van-Hove Theorem, konsistent mit der allge-
meinen Form der Energie pro Teilchen in GI. (4.41). In Abschnitt 4.6.2 wurden die Kopp-
lungskonstanten B3(A) und Bs(A) bereits so bestimmt, dass die Zustandsgleichung von
isospin-symmetrischer Kernmaterie unter Zuhilfenahme der zugehdrigen Kontaktterme fiir
jedes A reproduziert wird. Dementsprechend kéonnen wir auch hier ein beliebiges A auswih-
len. Wie bei den Betrachtungen der Asymmetrieenergie und der reinen Neutronenmaterie
ist sicher die Wahl, bei der die Kontaktterme gerade verschwinden am einfachsten. Wir
werten unsere Rechnungen also im Folgenden fiir den Wert Ag = 1.15GeV aus. In diesem
Fall gilt einfach:

oo

Utotal /ffaﬂf Ao) = Z i /ffJ? Ao). (6.19)

i=1

Abb. 6.1 zeigt zunéchst das mittlere Feld in Kernmaterie fiir ein ruhendes Nukleon, d.h.
p = 0. Das Minimum liegt mit p,,;, ~ 0.163 fm =3 (kfmin =~ 265 MeV) auferordentlich nah
an der Sittigungsdichte von Kernmaterie, pg = 0.158 fm™2 (ko = 262 MeV).

Zu der Potentialtiefe von Usptar.min (K f.min, 0, Ao) &~ —64.6 MeV tragen die chiralen Ordnun-
gen wie folgt bei:

Usotatmin (K f.min, 0, No) = (26.95 — 108.63 + 17.1) MeV .
3 4 5
ky ko kK

Eine noch detailliertere Aufschliisselung in die Einzelbeitriage ergibt:

Usotat.min (K fmins 0, Ag)  ~ (26.95 — 151.28 — 19.76 + 65.23 — 2.82 + 2.59 + 22.80 — 8.27) MeV .

17 H2 F2 H3 F3 irr.2m 3N-H 3N-F
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Abbildung 6.1: Der Realteil Utoml(kf, 0, Ap) des effektiven Einteilchen-

potentials fiir ein ruhendes Nukleon in Abhéngigkeit von der Nukleonen-
dichte.

Im Vergleich zu unserem Ergebnis von Utotal,min<kf,min7 0,Ap) ~ —64.6 MeV ergeben relati-
vistische Dirac-Briickner Kalkulationen mit dem Bonn A-NN-Potential (siehe [49]) eine Po-
tentialtiefe von ca. —80 MeV. Andere Berechnungen mit Hilfe der Paris NN-Wechselwirkung
(vgl. [50]) liefern um die —55 MeV, was auch ungefihr der in Schalenmodellrechnungen ver-
wendeten Potentialtiefe (siehe [3]) entspricht.

Nun wollen wir noch die Impulsabhéngigkeit des effektiven Einteilchenpotentials untersu-
chen. Dazu setzen wir den Fermiimpuls auf k¢ = 262 MeV fest - wir betrachten also die Si-
tuation von U (kf.0, p,s Ao) bei Séttigungsdichte, pg = 0.158 fm~3. Das Testnukleon sei aus
dem Fermisee mit dem Impuls 0 < p < ks entnommen. Es handelt sich also um ein Test-
loch, das in Abhéngigkeit von seinem Impuls p (dquivalent zu x = p/m,) das in Abb.6.2
gezeigte mittlere Feld spiirt. Dieses startet fiir z = 0 bei Utotal(kﬂo, 0,A) ~ —64.5MeV, was
konsistent mit dem entsprechenden Wert in Abb. 6.1 ist. Dann steigt es stark abflachend
an, kehrt fiir p — 262MeV wieder leicht um und endet mit Usppa(kyfo, 262 MeV, Ag) ~
—52.5MeV.

Die Gesamtkurve, die sowohl das effektive Einteilchenpotential als auch die kinetische
Energie umfasst, wichst monton mit dem Nukleonimpuls an und erreicht an der Fermi-
kante, p = 262 MeV, den Wert —16.8 MeV. Hier kann man unmittelbar sehen, dass das
Hugenholtz-van-Hove Theorem, GI. (6.8), erfiillt ist.

Natiirlich konnte man auch die stetige Fortsetzung von Ussar(kf 0, p, Ao) fiir p > ko noch
betrachten. Wir unterlassen dies jedoch, da der Nukleonimpuls p dann schon so grofs ist,
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Abbildung 6.2: Der Realteil Utoml(kf,o, p, Ao) des effektiven Einteilchen-
potentials bei der Séattigungsdichte py = 0.158 fm™3 (ko = 262 MeV) als
Funktion des Nukleonenimpulses, 0 < p < k; (durchgezogene Linie). Es
gilt x = p/m,. Die gestrichelte Linie beinhaltet zusétzlich die kinetische
Energie aus GI. (6.2).

dass die Giiltigkeit der chiralen Stérungstheorie bezweifelt werden muss. °

6.4 Die effektive Nukleonmasse

Uber das effektive Einteilchenpotential kann man auf eine weitere Grife schlieRen, nim-
lich auf die effektive Nukleonmasse. Sie ist mafsgeblich bestimmt durch die Steigung des
Realteils des Einteilchenpotentials (bei Siattigungsdichte) in Abhéngigkeit vom Impuls:

1 _ 18 [Tkln(p) + Utotal(kf,07p7 A)} (6 20)
M (p) p op '
1 2 3p* My OUgrar (Ko, ps A
_ 1_ p2+ p5+ N OWsotar (K0, p, A) _ (6.21)
My 2MG 8MyR P op

In der zweiten Zeile wurde Gl. (6.2) fiir die kinetische Energie eingesetzt.
Bei niedrigen, aber endlichen Temperaturen sind die effektiven Einteilchen-Eigenschaften
an der Fermikante bestimmend fiir das gesamte Verhalten der Kernmaterie. Wertet man

6 Auch einige der Integrale in Abschnitt 6.1 sind, wie erwiihnt, auf 0 < p < k; ausgelegt und miissten
fiir p > kj teilweise modifiziert werden.
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demzufolge Gl. (6.20) wieder fiir Ag an der Fermikante, p = 262 MeV, aus, so erhilt man
dort: 7

Dieser Wert ist zu grof. Anderen Rechnungen zufolge wiirde man eine gegeniiber der freien
Nukleonmasse My reduzierte effektive Masse erwarten: Hartree-Fock-Berechnungen mit ei-
ner M3Y-Wechselwirkungen (vgl. [51]) ergeben MY (kfo) ~ (0.64...0.7)Mxy; eine Analyse
von experimentellen Daten im Rahmen von nichtrelativistischen Schalen- bzw. optischen
Modellen (siehe [52]) liefert My (kso) ~ (0.7...0.8) My.

Das Problem unserer Rechnung ist, dass das effektive Einteilchenpotential fiir Impulse nahe
der Fermikante wieder leicht abfillt (vgl. Abb. 6.2). Hochstwahrscheinlich kénnte die Ein-
fiihrung zusétzlicher kleiner und impulsabhéngiger Kontaktterme Abhilfe schaffen durch
die Parametrisierung von noch vernachlassigter, kurzreichweitiger Dynamik auferhalb der
chiralen Storungstheorie. Geméif dem Hugenholtz-van-Hove Theorem miissten diese dann
auch in isospin-symmetrischer Kernmaterie einbezogen werden.

Auferdem mochten wir noch darauf hinweisen, dass die empirischen Werte selbst mit Un-
sicherheiten behaftet sind und es moglicherweise bereits geniigt, unsere Rechnungen an
leicht verschobene Werte anzupassen. Da die Einzelbeitrége einigermafen sensibel dar-
auf reagieren, konnte diese kleine Verdnderung evtl. schon das schwache “Umkehren” des
Potentials verhindern. Gerade eine kleine Anderung des Parameters Bs(A), welcher einer
p?-abhiingigen Kontaktwechselwirkung zugeordnet ist, kann schon entscheidend sein. Der
unbefriedigende Wert der effektiven Masse muss also noch keinesfalls ein Versagen unserer
Uberlegungen bedeuten.

"Die partielle Ableitung des effektiven Einteilchen-Potentials wurde zur Abschéitzung an der Fermikante
durch einen Differenzenquotienten genihert.
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Kapitel 7

Chirales Kondensat

In Abschnitt 2.4 wurde das chirale Kondensat als Mafs fiir die spontane Brechung der
chiralen Symmetrie vorgestellt und fiir einen Grofteil der Nukleonmasse verantwortlich
gemacht (vgl. Gl. (2.25)).

Wie angekiindigt, wollen wir nun den Beitrag der Ein-Pion- und Zwei-Pion- Austauschterme
zur Abhéngigkeit des chiralen Kondensats von der Nukleonendichte ndher untersuchen. Die
diskutierte Berechnung der Energie pro Teilchen in isospin-symmetrischer Kernmaterie
bietet uns dazu eine einfache Moglichkeit, denn mit GI.(2.24) ist bereits der folgende
Zusammenhang gegeben (vgl. [53]):

(ga), _ (wutdd), . p dMx+Ek)) _, __p (ZN+€ﬁﬁ)(m)

(Gg)o  (au—+ddyy = 2myf? dm.,  2m f2

Im letzten Teil der Gleichung wurde die Definition des sogenannten ox-Term verwendet
(mit my = (my, +mgq)/2): 12

- OMx _%8MN
“om, 2 Om,

(7.2)

oN =

Dieser on-Term beschreibt den Teil der Nukleonmasse My, welcher durch die explizite Sym-
metriebrechung, d.h. durch endliche Quarkmassen erzeugt wird. Sein empirischer Wert aus
der Analyse von wN-Streudaten betrigt ox = (45 £ 8) MeV (siehe [54]).

GL. (7.1) macht deutlich, dass das chirale Kondensat neben der Pionmasse auch von anderen
Niederenergiekonstanten, wie g4 und f;, abhéngt. Durch die explizite Symmetriebrechung
hingen diese jedoch auch von den Quarkmassen bzw. der Pionmasse ab. Die entsprechenden
Zusammenhénge sind nur sehr ungenau bekannt und wir beriicksichtigen diese impliziten
Abhéngigkeiten von der Pionmasse bzw. den Quarkmassen im Folgenden nicht.

L Gelegentlich findet man in Gl. (7.1) die skalare Dichte p statt p im Koeffizienten von o. In fiihrender
Ordnung der Dichte stimmen diese aber iiberein.

2Fiir die Nukleonmasse stimmt die totale Ableitung mit der partiellen Ableitung nach m, iiberein. Vgl.
die Fufinote hierzu in Abschnitt 2.4.
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Die totale Ableitung der Energie pro Teilchen nach der Pionmasse beinhaltet dann zum
einen die partielle Ableitung nach der explizit in den Einzelbeitrigen auftretenden Pion-
masse. Zum anderen muss durch die Abhéngigkeit des kinetischen Beitrags bzw. des iterier-
ten Ein-Pion-Austausches von der Nukleonmasse My auch der on-Term nochmals beachtet
werden.

Betrachtet man GI. (7.1) nur bis zum fithrenden Term proportional zu oy, so nimmt das
chirale Kondensat linear in der Nukleonendichte ab, bis es bei ca. 3py verschwindet (Re-
stauration der chiralen Symmetrie). Die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie hat
grofe Konsequenzen fiir die Anwendbarkeit von chiraler Stérungstheorie: Wenn das chirale
Kondensat verschwindet gibt es keine Goldstonebosonen (Pionen) mehr. All unsere Uber-
legungen haben spétestens ab der zugehorigen Dichte also keinen Sinn mehr.

Durch die Hinzunahme der néchsten Terme erwartet man einen leicht gegenldufigen Trend
zur linearen Abnahme des Kondensats in der Dichte, so dass die Wiederherstellung der
chiralen Symmetrie erst bei hoheren Dichten erfolgen sollte (z.B. bei etwa 4pq in [55], siehe
auch [53]).

Dies wollen wir nun explizit fiir unsere Rechnungen iiberpriifen. Die Einzelbeitrége zur
Energie pro Teilchen in isospin-symmetrischer Kernmaterie sind aus Abschnitt 4.4 be-
kannt. Wir wihlen wieder die Monopolmasse Aqg = 1.15GeV, fiir die wir keine Kontakt-
terme zur Reproduktion der Zustandsgleichung von isospin-symmetrischer Kernmaterie
benétigt haben. Durch diese zunichst einfach erscheinende Wahl umgehen wir jedoch
nicht das grundsétzliche Problem, dass wir keine Kenntnis iiber die Abhéngigkeit der
Kontaktterme von der Pionmasse m, bzw. von den Quarkmassen besitzen. Der Zusam-
menhang Bs(Ag) = Bs(A) = 0 bedingt ndmlich keinesfalls, dass auch die Ableitungen von
Bs(Ap) und Bs(Ag) nach der Quarkmasse verschwinden. Betrachtet man beispielsweise das
Walecka-Modell mit dem Austausch von o- und w-Mesonen (vgl. z.B. Kap. 10 in [56]), so
lasst sich B o —Ti—% + i—% zuordnen. Fiir die Mesonenmassen gelten Zusammenhénge der
Form m, = m{ + ¢, m, und m,, = m? + ¢, m,, wobei mg/ die Massen im chiralen Limes
bezeichnen. Im Allgemeinen gilt ¢, # 0, ¢,, # 0 und damit dB3 # 0, selbst wenn B3 = 0.
Der Einfluss der Kontaktterme auf das chirale Kondensat stellt also ein Problem dar, da
wir ihn nicht abschétzen konnen und deswegen vernachlédssigen miissen. Im Folgenden ist es
deshalb lediglich mdéglich, den Einfluss der expliziten Piondynamik ohne den der Kontakt-
terme zu untersuchen. Zudem erzeugt die Unsicherheit des ox-Terms ein entsprechendes
Fehlerband fiir die Dichteabhéngigkeit des chiralen Kondensats. Eine prézise Aussage iiber
diese konnen wir also nicht treffen.

Da die Reichweite einer Wechselwirkung indirekt proportional zur Masse des Austausch-
teilchens ist, prognostiziert man intuitiv fiir eine wachsende Pionmasse eine schwichere
Wechselwirkung. Fiir einen positiven, also repulsiven Energiebeitrag F; sollte sich dem-
nach weniger Repulsion, d.h. aEi < 0, ergeben und fiir einen negativen, d.h. attraktiven

Beitrag sollte sich weniger Attraktlon d.h. 8% > 0, herausstellen (i € {0,...,8}). I
Tabelle 7.1 sind die entsprechenden Resultate aus unseren Rechnungen an der Sattlgungs—
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dichte py = 0.158fm =3 (k; = 262 MeV) gezeigt. Unsere einfache Uberlegung funktioniert

Beitrag E; [MeV] %’:’AO)
kin. Energie 21.64 -0.0150
1m-Austausch 13.63 -0.0503
Iterierter 1m-Austausch:

- Hartree mit 2 Med. -72.86 +0.2455
- Fock mit 2 Med. -6.41 +0.0024
- Hartree mit 3 Med. 19.06 -0.1227
- Fock mit 3 Med. -1.46 +0.0107
Irred. 27-Austausch 4.63 -0.0295
2m-Austausch, 3N-Hartree 7.72 -0.0542
2m-Austausch, 3N-Fock -2.67 | +0.0195
> -16.8 +0.0063

Tabelle 7.1: Partielle Ableitungen der Einzelbeitrige zur Energie pro
Teilchen nach m,.

ihrzufolge fiir alle Beitrége. Die Tabelle zeigt die dominierende Rolle des iterierten Ein-
Pion-Austausches fiir die Variation des Kondensats auf (insbesondere wieder die des Har-
treediagramms mit zwei Medieneinschiiben).

Auch der Wert der Ableitung von der Gesamtenergie pro Teilchen an der Sattigungsdichte,
po ~ 0.158 fm =3 bzw. kso = 262MeV, nach der Pionmasse folgt der ersten Intuition und
ist mit +0.0063 leicht positiv, wie man es von dem insgesamt attraktiven Term erwarten
wiirde. Bei der Sittigungsdichte finden wir damit fiir das chirale Kondensat:

<QQ>00

(q9)o

~ 0.6453. (7.3)

Betrachten wir nun das chirale Kondensat in Abb. 7.1 als Funktion der Dichte im Vergleich
zur Dichteabhéngigkeit, die nur aus dem fithrenden Term in oy resultiert (siehe Gl. (7.1)).
Bis zur Séttigungsdichte stimmen die beiden Kurven sehr gut iiberein, d.h. die Piondyna-
mik spielt hier kaum eine Rolle in der Variation des Kondensats mit der Dichte. Sie senkt
lediglich den Wert des chiralen Kondensats ganz leicht ab. Dies ist auch versténdlich, da
die Energie pro Teilchen fiir diese Dichten negativ ist (vgl. Abb.4.17) und die Attraktion
gemif den obigen, einfachen Uberlegungen mit zunehmender Pionmasse abnimmt. Fiir
Dichten grofer als die Séttigungsdichte steigt der Einfluss der Piondynamik stark an und
sie wirkt der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie entgegen. Es zeigt sich sogar, dass
die Piondynamik in unserem Fall jegliche Wiederherstellung der chiralen Symmetrie ver-
hindert. 3Allerdings muss betont werden, dass bei groen Dichten kurzreichweitige Effekte

®Dies ist im Vergleich zu fritheren Rechnungen (vgl. [13, 14]) eine deutliche qualitative Veréinderung.
Mit der dort betrachteten cut-off Regularisierung forderte der Pionaustausch die chirale Restauration sogar
schon bei geringeren Dichten als 3pg. Es ergab sich dort 6BTE,, = +0.338.
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verstirkt hinzukommen und dass die gemachten Aussagen vor allem ohne den Einfluss
der Kontaktterme getroffen wurden. Deren Abh#ngigkeit von der mittleren Quarkmas-
se konnten die Aussagen sogar noch umdrehen. Unter diesem Gesichtspunkt miissen die
diskutierten Ergebnisse deshalb stets sehr vorsichtig betrachtet werden.

1
0.8
o
£ 0.6
v
A% 0.4
o
1T
v —- ohne Piondynamik Y
0.21- — mit Piondynamik Y N
[ \\\\ |
0 <
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Abbildung 7.1: Dichteabhéngigkeit des chiralen Kondensats geméf
Gl (7.1) - zum einen auf den fithrenden Term proportional zu oy be-
schrinkt, zum anderen inklusive der Piondynamik.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Betrachtet man mit der Pionmasse m, ~ 135MeV und dem Fermiimpuls ky ~ 2m, die
relevanten, kleinen Skalen in Kernmaterie in der Ndhe der Séttigung, so wird schnell deut-
lich, dass die Pionen als leichte, aktive Freiheitsgrade eine grofe Rolle zur Erkldrung der
Sattigung spielen. Deshalb wurden in der vorliegenden Diplomarbeit vielversprechende
Rechnungen (vgl. [13, 14, 15, 16, 17, 18]) auf der Basis von expliziter chiraler Piondynamik
weiterentwickelt.

Neben m, und k; stellt auch der Massenunterschied A zwischen der A(1232)-Anregung
des Nukleons und der Nukleonmasse eine kleine Skala im Vergleich zu den grofen Skalen
Ay ~4rnfr ~1.16 GeV und My ~ 939 MeV in Kernmaterie dar. Die betrachtete Stérungs-
reihe entspricht gerade einer Entwicklung in den kleinen Skalen, welche wir bis einschliefslich
fiinfter Ordnung durchgefiihrt haben. Genauer ausgedriickt, umfassen unsere Rechnungen
alle Vakuumdiagramme bis in Drei-Loop-Ordnung, die die Wechselwirkung der Nukleonen
iiber Pionaustausch beschreiben. Die Entwicklung zu noch héherer Ordnung zu treiben,
wird durch den Schwierigkeitsgrad und die Vielzahl der zugehérigen Diagramme behin-
dert.

Der zentrale Kern dieser Arbeit ist die Ersetzung der fritheren cut-off Regularisierung,
bei der die hohen Impulskomponenten nicht fiir alle (divergenten und konvergenten) Bei-
trige gleich behandelt wurden, durch eine Vertexkorrektur vom Typ eines Monopols:
F(¢®) = /}\22—_7;12,% (¢: Viererimpuls des Pions). Zunéchst wurde der Einfluss der Monopol-
masse auf die Einzelbeitrige von isospin-symmetrischer Kernmaterie untersucht (fiir die
Bereiche 450 MeV< A < 2.7GeV der Monopolmasse und 0.005fm=3 < p < 0.5fm™3 der
Nukleondichte) und anschliefend wurde dieser eine Parameter so auf Ay = 1.15GeV fest-
gelegt, dass die gesamte Zustandsgleichung ein Minimum bei k7o = 262 MeV aufweist. Der
empirische Sittigungspunkt wird dann sehr gut mit £, ~ —16.8 MeV und der Kompressi-
bilitdt K ~ 292 MeV reproduziert.

In dieser Auswertung wurden keine Kontaktterme zur Parametrisierung von kurzreichwei-
tigen Effekten benétigt. Nachfolgende Betrachtungen zeigten jedoch auf, dass gerade durch
die Regularisierung des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches Zweikorper-Kontaktterme pro-
portional zu k% und k% notwendig sind. Die zugehérigen Koeffizienten konnten in Abhén-
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gigkeit von A so angepasst werden, dass die Zustandsgleichung von isospin-symmetrischer
Kernmaterie unabhéngig von A reproduziert wird. Unsere Theorie ist in diesem Sinne re-
normierbar und eine vielversprechende Verbindung zum universalen niederenergetischen
NN-Potential Vi, tut sich auf. Mit Ay hatten wir anfinglich also eine Monopolmas-
se gefunden, fiir die die Kontaktterme gerade verschwinden. Weitere Kontaktterme, z.B.
Dreikorperterme, wurden nicht benétigt und auch nicht in die Rechnung aufgenommen.
Unsere auf die Asymmetrieenergie (fiir einen kleinen Asymmetrieparameter) und reine Neu-
tronenmaterie ausgedehnten Betrachtungen beinhalten zwei weitere Parameter durch die
auch hier nétigen Kontaktterme. Zu deren Fixierung (fiir die einfache Wahl von Ay) wurden
zum einen der Séttigungswert der Asymmetrieenergie von A(kso) = 33.2MeV eingesetzt
und zum anderen Vergleichsdaten anderer Gruppen fiir Neutronenmaterie herangezogen.
Der resultierende Kurvenverlauf fallt zwar weder fiir die Asymmetrieenergie noch fiir Neu-
tronenmaterie exakt mit empirischen oder berechneten Vergleichskurven zusammen. Die
monotone Steigung fiir wachsende Dichte und der qualitative Verlauf sind jedoch richtig
und das Problem besteht hier u.a. auch in fehlenden empirischen Werten, was die Zuver-
lassigkeit der Vergleichswerte genauso in Frage stellt.

Anschliefend befassten wir uns ndher mit dem effektiven Einteilchenpotential in isospin-
symmetrischer Kernmaterie. Fiir ein ruhendes Nukleon erhielten wir einen akzeptablen
Wert fiir die Potentialtiefe von ~ —64.6 MeV. Allerdings sinkt das Potential (fir k; =
262MeV) in Abhéngigkeit des Nukleonimpulses in der Nihe der Fermikante wieder leicht
ab, was dort eine zu grofe effektive Masse von ca. 1.07 My hervorruft. Dieses Problem kénn-
te durch das Einfiigen zusétzlicher, impulsabhéingiger Kontaktterme behoben werden. In
der Auswertung von isospin-symmetrischer Kernmaterie wurden solche zwar nicht benétigt,
aber evtl. spielen sie doch eine gewisse Rolle. Stattdessen konnte man auch den Koeffizien-
ten Bs(A), der ja dem Term einer vom Impulsquadrat abhidngigen Kontaktwechselwirkung
zugeordnet ist, etwas anders festlegen. Dazu kann man leicht verschobene, empirische Werte
zur Anpassung unserer Rechnungen wahlen, wofiir ein Spielraum durch die teilweise grofsen
Unsicherheiten besteht. Zudem ist nicht klar, dass die Zweikérperkontaktterme genau bei
dem physikalisch nicht ausgezeichneten Wert von Ay verschwinden. Die Zustandsgleichung
wird so zwar sehr gut reproduziert, aber es konnte durchaus sein, dass das Verschwinden
der Kontaktterme bei einem leicht verschobenen Wert der Monopolmasse noch giinstiger
ist. Durch die resultierenden kleinen Anderungen, kann sich bereits ein reduzierter und
damit besserer Wert fiir die effektive Nukleonmasse an der Fermikante ergeben.

Zum Abschluss benutzten wir unsere Ergebnisse aus isospin-symmetrischer Kernmaterie
noch, um die Abhéngigkeit des chiralen Kondensats von der Nukleonendichte zu ermitteln.
Es konnte gezeigt werden, dass die Piondynamik bis zur Séttigungsdichte nur einen ver-
schwindenden Einfluss ausiibt, d.h. die Dichteabhéngigkeit des chiralen Kondensats folgt
dem linearen Verlauf des fiihrenden Terms in oy. Fiir grofse Dichten wirkt die Piondynamik
dann der chiralen Restauration entgegen und wiirde diese sogar verhindern. Allerdings muss
hervorgehoben werden, dass wir die Kontaktterme in diese Betrachtungen nicht einbezogen
haben, da wir deren Abhéngigkeiten von den Quarkmassen nicht kennen. Es kénnte aber
sein, dass sich durch diesen Einfluss sogar der qualitative Verlauf des chiralen Kondensats
als Funktion der Dichte noch dndert - gerade fiir grofe Dichten wo kurzreichweitige Effekte
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und damit Kontaktterme entscheidender werden.

Zukiinftige Uberlegungen konnten damit beginnen, unsere Rechnungen auf endliche Tem-
peraturen und inhomogene Kernmaterie (also z.B. endliche Kerne) auszudehnen (hierzu
existieren bereits frithere Rechnungen, vgl. [14] und Referenzen dort). Besonders inter-
essant erscheint uns auch ein genauer Vergleich zwischen unserer Methode und dem kurz
skizzierten Vj,,, r-Ansatz. Fiir letzteren sollten bald umfassende Ergebnisse aus der pertur-
bativen Behandlung von Kernmaterie unter Beriicksichtigung von Dreikorperkorrelationen
vorliegen.
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Zusammenfassung




Anhang A

Nukleonpropagator im Medium bei der
Temperatur 17" = 0

An dieser Stelle wollen wir die Herleitung des Nukleonpropagators im Medium vorfiih-
ren, die explizit zu Gl. (4.5) fithrt. Zunéchst skizzieren wir dazu die Herleitung des freien
Feynman-Propagators fiir ein Fermion der Masse My (siehe z.B. [37, 57, 58]). Die Modifi-
kation durch das Medium l&dsst sich dann sehr einfach einfiigen.

Der Dirac-Propagator ist allgemein definiert als der Vakuumerwartungswert des zeitgeord-
neten Produkts (Vakuumzustand |0), Zeitordnungsoperator 7) zweier Feldoperatoren W
an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten z, y:

Sra(r —y) = (01T Ta(2)Ws(y)[0) )
= O(z0 — 10)(0|a(x)Wy(y)|0) = O(yo — 20) (0|4 (y) Wa(2)[0) . (A1)

Die allgemeine Wellenfunktion des betrachteten, freien Fermions in der Heisenberg-Darstel-
lung (¥, bezeichne die a-te Komponente, a € {1,2,3,4}) ist:

dsﬁ 1 s —ipx s ipT
U, (z) = / an) \/TE;?S;Q <aﬁua(p, s)e P +bTﬁva(p, s)e’ ) : (A.2)

Die adjungierte Wellenfunktion W(z) ergibt sich als ¥(x) = ¥T4°.

Fiir die nullte Komponente des Viererimpulses p gilt p° = E; und u(p, s) bzw. v(p, s)
bezeichnen die vierkomponentigen Diracspinoren von Teilchen bzw. Antiteilchen (sie stellen
die Eigenfunktionen der freien Dirac-Gleichung dar; s ist die jeweilige Spineinstellung). Die
Normierung wurde wie folgt gew#hlt:

u(p, s)u(p,t) = 2My0*",
o(p, s)v(p,t) = —2My6*".
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Ferner beinhaltet Gl. (A.2) mit a(p) den Vernichtungsoperator eines Teilchens (bzw. den
Erzeugungsoperator eines Antiteilchens) und mit b'(p) den Erzeugungsoperator eines Teil-
chens (bzw. den Vernichtungsoperator eines Antiteilchens). Fiir diese gelten die Antikom-
mutatorrelationen (die nicht-dargestellten Kombinationen verschwinden):

S t g S
{ay.a'g} = (2n)*°(p'— )0,
S 363/ = s
{b%,bT(T} = (27)%0°(p— q)6*" . (A.3)
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren zudem den Vakuumszustand durch:
a;|0) = by |0) = (0]a’y = (0b'y = 0. (A.4)

Man setzt nun Gl. (A.2) in die Definition des Propagators, Gl. (A.1), ein und erhélt mit
Gl (A.4):

SFO,ab('r_y) = / dBﬁ d3_) ﬁ Z Z {

=1,2¢=1,2

(0|af;aTq~|0> Ua(p, 5) U(q, t)e”" POy — yo)

—(0[BLbT210) Ty (g, t) va(p, 8)e"P*~ MOy — 370)} : (A.5)

Die Summe iiber die Polarisationszustinde des Fermions unterliegt der folgenden Vollstéin-
digkeitsrelation:

Z ua(p, s)ty(p;s) = Ag(p) = (P + Mx)a .
va(P, 8)0b(p;s) = —Dg(p) = (P — Mx)av - (A.6)

s=1,2

Damit und mit den Relationen GI. (A.3) und Gl. (A.4) ldsst sich Gl. (A.5) weiter vereinfa-
chen (wobei p° = Ej):

By 1 .
p

SO ) M| (A

Verwendet man dabei noch die Integraldarstellung der Stufenfunktion:

i +o0 eTFiw(zo—yo)
Oklm ~ ) =5 [ dw (A9

und definiert die nullte Komponente des Viererimpulses um zu p® — p® = E; 4+ w (bisher
p” = Ej), so erhilt man schlieflich mit infinitesimalem e den freien Dirac-Propagator in
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Ortsdarstellung:
Sro(r —y) = / T e Ca) Epy® —p- 7+ My
o (27)1 2E; PO — Ej+ ie
L givta—y) ZEp P 4 My
p° — Ez+ e
_ / AP e PN (A.9)
(2m)t p? — ME + ie
—_——
Sro(p)

Im letzten Schritt wurde dabei fiir den zweiten Summanden in der ersten Zeile noch die
Transformation p — —p durchgefiihrt.

Um nun den Propagator fiir ein Nukleon im Medium (bei 7' = 0) herzuleiten, muss
man nur die Wellenfunktion so modifizieren, dass die Anwesenheit des gefiillten Fermisees
beriicksichtigt wird. Dies geschieht einfach durch eine Unterscheidung zwischen ITmpulsen
oberhalb und unterhalb der Fermikante k;: Fiir |p'| < k; kann ein Teilchen mit diesem Im-
puls aus dem Fermisee entnommen werden, d.h. die Vernichtung eines Teilchens bzw. die
Erzeugung eines Lochs ist moglich. Fiir |p’| > k; kann dagegen nur ein Teilchen mit diesem
Impuls erzeugt bzw. ein Loch vernichtet werden. Fiir die beiden Fille sind Vernichtungs-
gegen Erzeugungsoperatoren auszutauschen und umgekehrt, und man erhélt fiir die Wel-
lenfunktion allgemein:

v = [ e 24 (e o) o -k
" (a*; e + e ) Ol [5l) | (410

Fiir k; — 0 geht dieser Feldoperator in seine freie Form aus GI. (A.2) iiber. ¥(z) setzt
man nun ganz analog zur Herleitung des freien Propagators in die allgemeine Definition,
Gl. (A.1) ein und bekommt unter Zuhilfenahme der Antikommutatoren, Gl. (A.3), und der
Projektoren, Gl. (A.6):

Seap(z —y) = / (;igg QLE]?{@(W‘ - kf)
e PEO(20 — yo) (P + Mn)ab — € VO (Yo — 20) (P — MN)ab
+ Oy —17) (A11)

PO (20 — yo) (P — Mx ) — € PO (yo — o) (P + Mx)ab } '

Im néchsten Schritt schreibt man wieder die Stufenfunktionen, die die nullten Komponen-
ten beinhalten, in Integraldarstellung um und definiert geeignet p° — p® = E; + w bzw.
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p° — p° = By — w um (bisher: p° = Ej):

d*p i .
Srap(z —y) = /WQ—EI?{@(LD' —ky) (A.12)
Bz =99 + Mx)a 4 ¢iPa—y) (=B + 77 + Mx)a |

PO — Ey+ i€ p° — Ez+ie

. eiip(zfy) (

+O(k; —[p])
eip(xfy) (Eﬁ /yo - ﬁ /7 - MN)ab + efip(zfy) (_Eﬁ /yo + ﬁ. /7 - MN)ab )
—p¥ + By + e —p0 + Ep + i€

Fiihrt man im zweiten und dritten Summanden die Transformation p — —p durch, so
erhélt man nach kurzer Vereinfachung (e infinitesimal):

Seala—v) = [ G i ), {p(;mm—kf) . @(kf—|ﬁ|)}

(2m)* — M3 +ie  p?>— M3 —ie

d'p 1
_ —ip(z—y) ; M
/ (2m) € i+ N)“b{p2 M+ e

1 1
Ok —|p - : A.13
+0O(ky |p‘)(p2—M1%—i€ p2_M§+ie)} ( )

Fiir € — 0 lasst sich die letzte Klammer als §-Distribution darstellen:

1 1
pz—Mﬁ—ie_pQ—M§+ie

= 2mid(p* — MR). (A.14)

Dlese §-Distribution zwingt das betrachtete Nukleon auf die Massenschale, d.h. p3 = E% =
72+ ME. Unsere Definitionen sind so ausgelegt, dass die Energien stets positiv gezahlt
werden, und wir miissen dies durch einen zusétzlichen Faktor O(p,) weiterhin sicherstellen.
Schlieflich erhélt man so die in den Rechnungen verwendete Form aus Gl. (4.5):

_ [ dp [, pEM > a2 ,
Seto=1) = [ ] it 2l MO0 — MOy ~ 17O ()}
(A.15)



Anhang B

Hilfsformeln zur Integration tiiber zwei
Fermikugeln

In den Berechnungen der einzelnen Diagramme taucht durch die Medieneinschiibe sehr
haufig das folgende, sechsfache Integral {iber zwei Fermikugeln auf:

d*py d’piy

Ak, ko) = | ————
k) = [ o

Hierfiir lassen sich einige Formeln zur Vereinfachung entwickeln, die wir im Folgenden

anfiihren.
Fiir gleiche Radien k; = ky = k der beiden Fermikugeln gilt (vgl. [13]):

O (k1 — [pi]) O (k2 — [p2]) F(|p1 — p2l) - (B.1)

Ko
Ak, k) = 30/, dz 2*(1 — 2)*(2 + x)F(2xk)
Ky oot

301/, dx {xQ(l — 2)%(2 + x)F(2xky)
+2(1 — )2 F(2xk;)6 + %31?(2xkf)52 +0(5*).  (B.2)

Dabei beziehen sich die letzten beiden Zeilen konkret auf den Fall ky = ko = k = kf(1 £
§)'/3, der bis zur Ordnung in 6% entwickelt wurde. Diese Darstellung ist fiir die Berechnung
der Asymmetrieenergie in Kap. 5 oft von Vorteil.

Das Integral in Gl. (B.1) ldsst sich aber auch noch allgemeiner fiir zwei verschiedene Radien
— [ki=Fs|

der Fermikugeln vereinfachen. Mit r := === gilt:
k k 6 1
A(ky, ko) = (ko 4 ko)” / dzs [2r3(1 —r)*2® — r?(1 — ra)?(r*2® + 2rz — 3r®)x
19274 0
F(lky — ko|2) + 2(1 — 2)*(2* + 22 — 3r*) F (2 (ks + k@))} (B.3)
kGt

B - [xQ(l — 2)X(2 + z)F (2xk;) + g(ﬁ — 1)F(2xky) 52] +O®8%).

4
3 Jo
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In der letzten Zeile wurden, wiederum giinstig fiir Betrachtungen der Asymmetrieenergie,
die beiden Radien zu k; = k(1 + §)'/3 und ko = ks(1 — 6)*/® (oder umgekehrt) gewiihlt
und der Term bis in §? entwickelt.



Anhang C

Ein-Pion-Austausch in
isospin-symmetrischer Kernmaterie

P1

p2

Abbildung C.1: Fockdiagramm des Ein-Pion-Austausches mit zwei Me-

dieneinschiiben.

Nun wollen wir exemplarisch die Berechnung des Fockdiagramms des Ein-Pion-Austausches
explizit mit den Feynmanregeln (vgl. Abschnitt 4.1) vorfithren. Der Ansatz fiir die Ener-

giedichte lautet wie folgt:

2
- 1 d*py d*py 1—1r? i
E(k = 1 (-1 =
P 1( 1o T) G ( ) 9 / (271-)8 1— (pl;LIQD)Q r2 (pl — p2)2 — m% + ZEJ

ein Fermion— ?/ T J\ ~~
oo fa]‘);g: 2 Vertexk?;rekuren Plonpropagator
gA -
Tracs { 29, — pura (20, + Mx)3l6} ~ IR)OU ~ 7)OGH)
Iiz:li:szp‘)}::r WNN—V;rrtex links g Medieneinschub des Nukleon—Propagators
gA 2 2 = 0
(g, = (C20)(p, + M3 — M)y — )G |-
S d Medieneinschub des Nukleon—Propagators

~
wNN—Vertex rechts
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Mit der Definition E; := ++/ M2 + p; 2 folgt:

n d*py d*p E1)

Bylkpr) = — (ky — d apt 2

pEihyr) = 5 [ SR etk — et — ) [ pl/ v
6(p} — E») QA 1—7?

2F5 4]‘2 1 — MT’Q (p1 —p2) —m2 + e

™

‘Trace {(pl — pz)%(pl + MN)(]/?2 — pl)%(pQ + MN)} Trace {7,7.} -

3-2

Die Integrationen iiber die nullten Komponenten ist trivial. Fiihrt man nun die nicht-
relativistische Entwicklung in 1/My durch und dividiert durch die Nukleonendichte, so
erhélt man fiir die fithrenden Ordnungen das Zwischenergebnis (mit x := Z(py, p2)):

3gamy /dgﬁldgﬁ2 3rt(1—r?)* ©(ky — |Pi))O(ky — |P2)

Bkrr) = Garye | “rp meemE 1 )Hm2+r2<ﬁ1—ﬁ2>212

1
B — )2 — - - S
{ (p1 p2) Ml%[mgr + (p1 —pz) ][m% + Tz(p1 —pz)z]

- [ AR - ﬁ2)4(—2\ﬁlllﬁ2\ + 5z + i)

mi (307 4 29705 + 3Dy — 4|1 P |palx — 4|p1|[pa]*x)

+mi (P — ) - (7 + Py )(2+1%) + 2pPp3 (2 + 3r7)
AP+ e — AP+ ]
Die Integrationen stellen in diesem Fall kein Problem mehr da und man kann z.B. auch

die Integralformel Gl. (B.2) verwenden um das Ergebnis aus Gl. (4.12) mit u := ks/m;, zu
erhalten:

_ 3g3m3 | 1 32 1—3r?
1(kyp,r) (arf? | 3u = + I + arctan(2u) + 573 arctan(2ur)

1+ 12u? 2 — 3r? + 12r%(1 — 2r?)u?

2 2,2
T In(1+ 4u®) — 39,653 ) In(1 + 4ur®)
2 M 3 — 4r? 4 672(4 — Tr?)u?
+ 7u t u
40M2 2r6u
5(=3 4 5r%) + 12r%(—=1 + 3r?)u?
—(5 + 12u?) arctan(2u) + (=3 +5r )+2 51“ (=143 )u arctan(2ur)
r

1 03— 4r? 9 9



Anhang D

Spektralfunktionen beim
Zwei-Pion- Austausch

In diesem Teil des Anhangs fiihren wir alle nicht-verschwindenden Spektralfunktionen
auf, die zur Berechnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austausches iiber die Dispersions-
darstellung (vgl. Abschnitt 4.6) benotigt werden. Dabei benutzen wir die Definitionen
Y= 2m2 — p? — 2A? und w := /pu? —4m2. Die vorgestellten Formeln sind aus den
analytischen Ergebnissen in [15] und [40] herleitbar und bereits fiir das Argument iy aus-
gewertet.

Irreduzibler Zwei-Pion-Austausch mit reinen Nukleon-Zwischenzustdnden, vgl. Abb. 4.6:

. w
Im We(ip) = ETNCTAL [4m2(1 +4g% — 5gh) + 1*(23g% — 1095 — 1)
A8gimy
LU (D.1)
. 6g%w
Im Vp(ip) = —W/})zl . (D.2)

Das “Dreiecks”-Diagramm der Nukleon-Nukleon Streuung mit einem A im Zwischenzustand
(in Abb. 4.7 links) trégt nur einen nicht-verschwindenden Term bei:

2
: 9aA [ 2 w
I = —— | — (6% 12A% — . D.
m We(ip) 384m s (6X 4+ w)w + arctan oA (D.3)
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Die “Box”-Graphen der Nukleon-Nukleon Streuung mit einer virtuellen A-Anregung (in
Abb. 4.7 Mitte und rechts) liefern:

I Volin) = ot (o = 77 (0.
Im We(ip) = ﬁ {—(12A2 —20m2 + 11p*)w + 6?22 arctan %} , (D.5)
Im Vp(ip) = % Im Vs (ip) = 12§ii}#ﬂ {w - “ ;AZLAQ arctan %} : (D.6)
Im W (ip) = % Im W(ip) = —%w? (D.7)

Und die gleichen Diagramme mit zwei A-Anregungen in den Zwischenzustinden (vgl.
Abb. 4.8) ergeben entsprechend:

, 394 9 2Yw ¥ + 8A? w
Im V, = —= [4A )y tan — D.8
m Velin) = o, [ wHE\ Graa T mdangy )| (DY)

4
2Yw Y — 8A?2 w

+3Z<w2 TIAT T A arctan ﬂ)} , (D.9)

, 1 , 394 w? + 12A2 w
Im V; = — ImV, = _—— -3 ——— arctan — D.10
m Vel = I Vatin) = o [ S a5 | L (Do)

. 1 . 94 w? — 4A? w
Im WT(Z,M) = E Im WS(Z,M) = m |:—u} - T arctan ﬂ . (D]_].)
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