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Kapitel 1Einführung
Die Frage na
h dem Zusammenhang zwis
hen dem kernphysikalis
hen Vielteil
henproblemund der zugrunde liegenden Theorie der starken We
hselwirkung, der Quanten
hromodyna-mik (QCD), hat in den letzten Jahren ständig an Bedeutung gewonnen. Zahlrei
he Versu-
he, die Kernkräfte direkt aus der Quark-Gluon-Dynamik zu begründen, hat es zwar au
h infrüheren Zeiten bereits gegeben. Allerdings erwiesen si
h derartige Strategien als ni
ht sinn-voll: Auf der für die Kernphysik relevanten (Fermi-) Impulsskala werden Quarks und Gluo-nen als Freiheitsgrade gar ni
ht �aufgelöst�. Als erfolgsverspre
hend erweist si
h vielmehrein theoretis
her Rahmen, der die QCD bei niedrigen Energien und groÿen Wellenlängen ineine e�ektive Feldtheorie mit spontan gebro
hener (
hiraler) Symmetrie abbildet. In dieserTheorie werden Pionen als Goldstonebosonen und Nukleonen (sowie deren Spin-Isospin-
3/2-Isobar, die ∆(1232)-Resonanz) als aktive Niederenergie-Freiheitsgrade eingeführt. Zieldieser Diplomarbeit ist es, auf der Grundlage einer sol
hen Theorie für Kernmaterie denEin�uss kurzrei
hweitiger Skalen dur
h Einbeziehung von Pion-Nukleon-Vertexfunktionensystematis
h zu studieren.Streuexperimente und die Untersu
hung des Deuterons zeigten, dass die Nukleon-Nukleon(NN)-We
hselwirkung weitgehend ladungsunabhängig und kurzrei
hweitig ist. Yukawa führ-te sie auf den Austaus
h von Mesonen zurü
k. Es gibt eine ganze Reihe von ho
hprä-zisen, phänomenologis
hen NN-Potentialmodellen, wie z.B. das Argonne v18 (vgl. [1℄)und das CD Bonn (vgl. [2℄). Alle erklären den langrei
hweitigen Teil der We
hselwirkung(r & 1

mπ
≃ 1.4 fm) als Austaus
h eines Pions, während die mittelrei
hweitigen und diestark repulsiven, kurzrei
hweitigen Beiträge modellabhängig dur
h den Austaus
h mehre-rer Pionen oder s
hwerer Mesonen und dur
h Kontaktterme parametrisiert werden.Die bereits anspru
hsvolle Bes
hreibung der freien We
hselwirkung zweier Nukleonen (selbstäuÿerst komplexe, zusammengesetzte Teil
hen) wird beim Übergang auf Kernmaterie, ei-nem homogenen aber komplexen Vielnukleonensystem, zu einem bis heute ni
ht völligverstandenen Problem. Die S
hwierigkeit liegt u.a. darin, dass der stark repulsive, kurz-rei
hweitige Teil der NN-We
hselwirkung weder Störungstheorie no
h mean-�eld Re
hnun-gen zu erlauben s
heint. Ferner wird der Phasenraum jedes NN-Streuprozesses dur
h die



2 Einführunganderen Nukleonen über das Pauli-Prinzip einges
hränkt. Mehrkörperkräfte - insbesonderedie We
hselwirkung von drei Nukleonen - können zudem eine wesentli
he Rolle spielen.Die Nukleonen spüren in Kernmaterie also ni
ht mehr die freie, sondern eine e�ektiveNN-Kraft. Einige Ansätze dafür verwenden die Brü
kner's
he G-Matrix (siehe [3℄ unddortige Quellen), wel
he ans
hauli
h das Pendant zur freien Streumatrix im Medium ist.Eine andere Mögli
hkeit ist die direkte Verwendung phänomenologis
her Kräfte mit eini-gen Parametern, die an experimentelle Daten angepasst werden. Beispiele hierfür sind dieSkyrme-, die Gogny- und die Migdal-We
hselwirkung (vgl. [3℄), die dann in Kernstruktur-Re
hnungen (z.B. mittels der Hartree-Fo
k Methode) eingesetzt werden können.Ein ganz anderer, re
ht neuer Ansatz (vgl. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12℄) rollt das Problem desÜbergangs von der freien NN-We
hselwirkung auf das Vielnukleonensystem no
hmals vonvorne auf. Alle realistis
hen NN-Potentiale reproduzieren die empiris
hen Streuphasen unddie Deuteron-Daten. Sie stimmen zudem im Berei
h mittlerer und groÿer Rei
hweiten mit-einander überein, sind jedo
h bei kurzen Rei
hweiten ni
ht eindeutig. Aus einer beliebigen,freien NN-We
hselwirkung wird nun mit Hilfe einer Renormierungsgruppenglei
hung einuniversales, wei
hes NN-Potential Vlow k konstruiert. 1 Da alle kurzrei
hweitigen Beiträgebeseitigt sind, ist somit do
h eine perturbative Behandlung mögli
h. Auf diese vielverspre-
hende Methode wird in Kap. 3 der vorliegenden Arbeit genauer eingegangen.Bereits etwas länger gibt es in der Vielfalt der Bes
hreibungen von Kernmaterie au
h die
hirale Störungstheorie, die ni
ht auf ein halbempiris
hes und ho
hpräzises NN-Potentialzurü
kgreift. Ihre Grundlage ist die Lü
ke von Λχ ≃ 4πfπ ≃ 1.16GeV im hadronis
henMassenspektrum, die eine Trennung kleiner und groÿer Energieskalen bzw. lang- und kurz-rei
hweitiger Dynamik ermögli
ht. Bes
hränkt auf den niederenergetis
hen Berei
h stellendie Nukleonen zusammen mit den Goldstonebosonen aus der spontanen Bre
hung der 
hi-ralen Symmetrie die aktiven Freiheitsgrade dar. Die Goldstonebosonen besitzen dur
h dieexplizite 
hirale Symmetriebre
hung (endli
he Quarkmassen) eine geringe Masse. Da dieauftretenden Impulse in der betra
hteten e�ektiven Feldtheorie (EFT) klein gegen die 
ha-rakteristis
he Skala Λχ sind, lässt si
h eine Störungsentwi
klung bezügli
h dieser kleinenImpulse dur
hführen und ein konsistentes Zähls
hema entwi
keln. Die zur EFT gehörigeLagrangedi
hte muss die glei
hen Symmetrien und Symmetriebre
hungen wie die Lagran-gedi
hte der zugrundeliegenden QCD besitzen.In diesem Rahmen untersu
ht die vorliegende Diplomarbeit die Sättigung von isospin-symmetris
her Kernmaterie (bei der Temperatur T = 0) dur
h expliziten Pionaustaus
hzwis
hen den Nukleonen. Es handelt si
h im Wesentli
hen um eine Fortsetzung der Arbei-ten von Stefan Frits
h, Norbert Kaiser und Wolfram Weise (siehe [13, 14, 15, 16, 17, 18℄). 21Wei
h meint in diesem Zusammenhang, dass das Potential auf den niederenergetis
hen Berei
h be-s
hränkt ist.2Bereits in [19℄ und [20℄ �nden si
h ähnli
he Bere
hnungen, allerdings werden in der dortigen Regula-risierung die divergenten Beiträge in einer attraktiven, nullrei
hweitigen Kontaktwe
hselwirkung zusam-mengefasst. Der Sättigungspunkt hängt sehr sensitiv von diesem Kontaktterm ab, dessen dynamis
herHintergrund unklar bleibt. Für das mittlere Feld ergibt si
h zudem keine ausrei
hende Tiefe.



3Dabei wird die bisherige 
ut-o� Regularisierung von einer πNN-Vertexfunktion vom Typeines Monopols abgelöst. Das Zähls
hema umfasst systematis
h alle Diagramme bis inDrei-Loop-Ordnung und beinhaltet eine explizite Behandlung der ∆(1232)-Anregung desNukleons. Ein Hauptaugenmerk liegt auf der Abhängigkeit der einzelnen Beiträge zur Ener-gie pro Teil
hen von der Monopolmasse und der verwendeten Renormierungsskala.In diesem Rahmen werden ans
hlieÿend die Asymmetrieenergie, die Zustandsglei
hung vonNeutronenmaterie sowie der Realteil des Einteil
henpotentials (das nukleare mittlere Feld)in Kernmaterie und die Di
hteabhängigkeit des 
hiralen Kondensats untersu
ht.Der Rahmen dieser Arbeit ist wie folgt geste
kt:
• Kapitel 2 skizziert zunä
hst einige allgemeine Kerneigens
haften und befasst si
hans
hlieÿend mit den Grundlagen der QCD (soweit sie hier von Belang sind) und derdarauf aufbauenden 
hiralen Störungstheorie.
• In Kapitel 3 werden das NN-Potential Vlow k und seine Ergebnisse bei der Bere
hnungvon Kernmaterie vorgestellt.
• Isospin-symmetris
he Kernmaterie wird in Kapitel 4 ausführli
h untersu
ht, wobeider S
hwerpunkt auf die vollständige Einarbeitung der πNN-Vertexfunktion gelegtist. Die analytis
hen Ergebnisse der einzelnen Beiträge zur Energie pro Teil
hen wer-den präsentiert und der Sättigungsme
hanismus betra
htet. Im Ans
hluss daran wirdgenauer auf die Rolle von Kontakttermen eingegangen. Sie bieten die Mögli
hkeit,Abhängigkeiten von der Monopolmasse auszubalan
ieren.
• Auf der Grundlage der Ergebnisse von Kapitel 4 befasst si
h Kapitel 5 mit asymme-tris
her Kernmaterie. Dabei werden die Asymmetrieenergie und der Extremfall vonreiner Neutronenmaterie untersu
ht.
• In Kapitel 6 werden ebenfalls im glei
hen Rahmen die Ergebnisse für den Realteildes Einteil
henpotentials vorgestellt und diskutiert.
• Die Abhängigkeit des Ordnungsparameters der 
hiralen Symmetriebre
hung, also des
hiralen Kondensats, von der Nukleonendi
hte wird in Kapitel 7 skizziert.
• Kapitel 8 gibt s
hlieÿli
h eine kurze Zusammenfassung und einen Ausbli
k auf mög-li
he weitere Entwi
klungen.
• Im Anhang wird die Herleitung des Nukleonpropagators im Medium wiederholt unddas Ein-Pion-Austaus
h-Diagramm im Kernmedium ausführli
h vorgere
hnet. Fernerwerden dort einige Formeln angegeben, die für das Lösen von Mehrfa
h-Integralenüber Fermikugeln hilfrei
h sind bzw. für einige Bere
hnungen benötigt werden.



4 EinführungNo
h ein kurzer Hinweis zu den Konventionen:Wie in der theoretis
hen Physik übli
h, werden au
h in dieser Arbeit die natürli
hen Ein-heiten ~ = c = 1 verwendet. Falls ni
ht näher spezi�ziert (z.B. p) sind unter Vektorenstets Lorentz-Vierervektoren zu verstehen; Dreiervektoren werden mit Pfeilen hervorgeho-ben (~p ). Die Einstein-Konvention zur Summation über doppelt vorkommende Indizes wirdangewandt.



Kapitel 2GrundlagenIn diesem Kapitel werden zunä
hst einige allgemeine Eigens
haften von Kernmaterie vor-gestellt, deren Bes
hreibung das Ziel dieser Arbeit ist. Die dabei verwendete 
hirale Stö-rungstheorie leitet si
h von der fundamentalen Theorie der starken We
hselwirkung - derQuanten
hromodynamik (QCD) - ab, weshalb wir im Ans
hluss eine kurze Zusammenfas-sung davon geben (siehe u.a. [21, 22, 23, 24℄).2.1 KernmaterieUnter Kernmaterie versteht man ein unendli
h ausgedehntes und homogenes System vonwe
hselwirkenden Nukleonen im Grundzustand. 1 Die Verteilungsfunktion im Impulsraumhat die Form einer Stufenfunktion Θ(kf − |~p |). Es gilt die Sättigungseigens
haft diesesSystems zu verstehen, d.h. die Energie pro Nukleon zu untersu
hen und deren Minimumbei endli
her Di
hte ρ0 zu �nden.Für endli
he Kerne gibt es eine Reihe von Modellen zur Bes
hreibung (siehe [3, 25, 26℄u.v.a.), wobei zu den einfa
hsten und ans
hauli
hsten das Fermigasmodell und das Tröpf-
henmodell zählen. Bei letztgenanntem wird der Kern (mit A Nukleonen, wovon Z Pro-tonen und N Neutronen sind; Z + N = A) als Tropfen einer inkompressiblen Flüssigkeitbetra
htet, dessen Energie si
h über die Bethe-Weizsä
ker Massenformel (1935) bere
hnenlässt:
M(A, Z) = NMn + ZMp − aV A + aSA2/3 + aC

Z2

A1/3
+ aA

(N − Z)2

4A
+

δ

A1/2
. (2.1)Die ersten beiden Terme der re
hten Seite geben die Ruheenergien der Konstituenten an.Die restli
hen fünf Terme sind für die Kernbindung verantwortli
h. Sie lassen si
h mit derBeziehung zwis
hen Kernradius und Nukleonenzahl, R ∝ A1/3, einfa
h deuten. Der domi-nante Beitrag in aV heiÿt Volumenterm und zeigt, dass die Rei
hweite der Kernkraft kurz1Wir setzen die idealisierte Vorstellung voraus, dass die Coulombabstoÿung der Protonen �ausges
haltet�werden kann.



6 Grundlagenist. Würde jedes Nukleon mit jedem anderem Nukleon we
hselwirken, wäre eine Abhängig-keit in A(A− 1)/2 statt in A zu erwarten. Diese sogenannte Sättigung der Kernkraft führtzu einer im Inneren für alle Kerne glei
hen Di
hte von etwa 0.16 Nukleonen/fm3. Der nä
hs-te Term in aS berü
ksi
htigt den reduzierten Beitrag zur Bindungsenergie von Nukleonenan der Kernober�ä
he. Der Summand in aC bringt die Coulombabstoÿung der Protonenzum Ausdru
k und der Term in aA wird als Asymmetrieenergie bezei
hnet. Für kleine
A sind Kerne mit glei
her Neutronen- und Protonenzahl bevorzugt, während für s
hwe-re Kerne ein Neutronenübers
huss günstiger ist, um der Coulombabstoÿung der Protonenentgegenzuwirken. Der letzte Term in Gl. (2.1) bes
hreibt s
hlieÿli
h die Paarungsenergie,wona
h gerade Anzahlen von Protonen und Neutronen günstiger sind. Fitwerte für die fünfParameter aV , . . . , δ an experimentelle Daten sind in [27℄ zu �nden.Die von uns betra
htete unendli
h ausgedehnte Kernmaterie ist weitgehend im Innereneines endli
hen, aber sehr groÿen und s
hweren Kerns realisiert. Komplizierte Rand- undOber�ä
hene�ekte (Term in aS in Gl. (2.1)) spielen keine Rolle. Zudem lassen wir die Cou-lombkräfte zwis
hen Protonen und die Paarungsenergie auÿer A
ht. Unsere Überlegungenbetre�en also im Wesentli
hen den Volumenterm und in Kap. 5 au
h den Asymmetrie-beitrag. Für isospin-symmetris
he Kernmaterie ist die Umgebung des Sättigungspunktesexperimentell zugängli
h und gibt Verglei
hswerte für unsere Re
hnungen vor.Der Fermiimpuls bzw. die Baryonendi
hte am Sättigungspunkt lassen si
h aus Daten zuquasi-elastis
her Elektron-Kern Streuung herausarbeiten (vgl. [14℄ und Referenzen dort):

kf,0 = (262 ± 4)MeV ⇔ ρ0 = (0.158 ± 0.008) fm−3 . (2.2)Das Minimum der Energie pro Teil
hen Ē(kf) bei kf,0 hat einen Wert von (zitiert z.B. in[28℄):
Ē0 = (−16 ± 1)MeV . (2.3)Dieser Wert entspri
ht sehr gut dem Volumenterm der Bethe-Weizsä
ker Massenformelüberein: aV ≈ 15.4MeV (in [27℄).Im Sättigungspunkt wird die Krümmung der Kurve für die Energie pro Teil
hen Ē(kf)dur
h die sogenannte Kompressibilität bes
hrieben (siehe [29℄):

κ = k2
f,0

∂2Ē(kf)

∂k2
f

|kf→kf,0
= (220 ± 50)MeV . (2.4)Dieser Wert lässt si
h im Prinzip aus experimentellen Werten für die Energien isoskalarerMonopolvibrationen (Riesenmonopolresonanzen GMR) von s
hweren Kernen extrahieren.Die Diskussionen über den genauen Wert sind jedo
h kontrovers (siehe [30℄) und beispiels-weise relativistis
he mean-�eld Re
hnungen ergeben einen höheren Wert um die 260MeV(vgl. ebenfalls [30℄).Bevor wir unsere Bere
hnungen und deren Verglei
h mit den gegebenen Werten anstellen,wollen wir einen S
hritt zurü
kgehen und, wie angekündigt, zunä
hst eine kurze Einführungin die zugrundeliegende, fundamentale Theorie geben.



2.2 Quanten
hromodynamik 72.2 Quanten
hromodynamikDie QCD ist die ni
ht-abels
he Ei
htheorie der starken We
hselwirkung. Die punktförmigenaber massiven Quarks, wel
he Spin 1
2
tragen, treten in se
hs �avors auf: up (u), down (d),strange (s), 
harm (c), bottom (b) und top (t). Die der QCD zugrundeliegende Ei
hgruppeist die Farb-SU(3)C.Bezei
hnet man die drei Farbfreiheitsgrade mit rot (R), blau (B) und grün (G), so kannman die Quarkfelder allgemein s
hreiben als:

Ψ = Ψ(x) =





ΨR(x)
ΨB(x)
ΨG(x)



 . (2.5)Setzt man voraus, dass alle se
hs �avors eine Rolle spielen, so besteht jedes Ψi(x), i ∈
{R, B, G}, aus se
hs vierkomponentigen Dira
spinoren, hat also 24 Komponenten.Unter einer lokalen Farb-Ei
htransformation

U(x) = exp

(

−i
λaΘa(x)

2

) (2.6)an einem beliebigen Raum-Zeit-Punkt transformieren si
h die Quarkfelder gemäÿ
Ψ → Ψ̃ = U(x)Ψ. (2.7)Die λi = ta/2, a ∈ {1, . . . , 8}, gehor
hen als Generatoren der SU(3)C der Lie-Algebra mit

[λa, λb] = 2ifabc (die fabc sind die total antisymmetris
hen Strukturkonstanten) und wer-den in der Standarddarstellung dur
h die Gell-Mann Matrizen repräsentiert. Die Θa(x)sind a
ht reelle und lokale Parameter.Die Ei
htransformation, Gl. (2.6), muss die Lagrangedi
hte invariant lassen, was die Ein-führung von a
ht Ei
hfeldern Aa
µ erfordert. Sie repräsentieren die masselossen Spin 1-Ei
hbosonen, die Gluonen.Zusammen mit der kovarianten Ableitung

Dµ = ∂µ − ig
8∑

a=1

λa

2
Aa

µ(x) (2.8)und dem gluonis
hen Feldstärketensor
Ga

µν = ∂µA
a
ν(x) − ∂νA

a
µ(x) + gfabcA

b
µ(x)Ac

ν(x) (2.9)lautet die QCD-Lagrangedi
hte, der S
hlüssel zur starken We
hselwirkung, s
hlieÿli
h:
LQCD = Ψ̄(iDµγ

µ − mq)Ψ − 1

4
Ga

µνG
µν
a . (2.10)



8 GrundlagenAbgesehen von einer Renormierungsskala beinhaltet die Quarkmassenmatrix mq mit denMassen der Stromquarks (siehe [31℄) die einzigen, laufenden Parameter der QCD.Aus dem letzten Term in Gl. (2.9) ist ersi
htli
h, dass ni
ht nur die Quarks Farbladungtragen und über den Austaus
h von Gluonen we
hselwirken, sondern dass au
h die Gluo-nen selbst farbgeladen sind und untereinander we
hselwirken, was die Theorie der starkenWe
hselwirkung ni
htlinear ma
ht. Die Tatsa
he, dass die Generatoren ni
ht kommutie-ren (dass also die Gluonen au
h miteinander we
hselwirken), wird für die asymptotis
heFreiheit (die QCD kann im Ho
henergielimes perturbativ behandelt werden) und für das
on�nement (beoba
htbar sind nur hadronis
he Farbsinguletts und niemals freie Quarks)verantwortli
h gema
ht.Da die laufende Kopplung der starken We
hselwirkung, αs(Q) = g2(Q)
4π

, für niedrige Ener-gien und Impulse, Q2 < 1GeV, wie sie für uns von Interesse sind, von der Gröÿenordnungeins ist, ist eine perturbative Behandlung der QCD in diesem Berei
h ni
ht mehr mögli
hund man muss zu Gitter-QCD oder (wie in unserem Fall) zu e�ektiven Feldtheorien über-gehen. Damit diese physikalis
h Sinn ma
hen, müssen sie die Symmetrien der zugrundeliegenden QCD bea
hten, wel
he im Folgenden kurz vorgestellt werden.
2.3 Symmetrien der QCDDie We
hselwirkungen in der QCD sind dur
h die lokale SU(3)C-Farbsymmetrie festgelegt.Weitere globale, unitäre Transformationen führen gemäÿ dem Noethertheorem zu Erhal-tungsgröÿen.Von jetzt an bes
hränken wir uns auf zwei �avors, nämli
h u und d. Diese Quarks sindsehr lei
ht im Verglei
h zu denen der vier anderen �avors. Bei niedrigen Energien können,
c, b und t in erster Näherung als unendli
h s
hwer betra
htet werden, d.h. ihre aktivenFreiheitsgrade sind eingefroren. Au
h s-Quarks sind in diesem Sinne bereits �s
hwer� undwerden ni
ht als aktive Freiheitsgrade behandelt.Das Quarkfeld Ψ hat nun 24 Komponenten (3 Farben · 2 �avors · 4-Spinorkomponenten).Da im Folgenden die �avor-Freiheitsgrade ents
heidend sind, wählen wir jetzt die S
hreib-weise

Ψ = Ψ(x) =

(
Ψu(x)
Ψd(x)

)

. (2.11)Die einfa
hste Transformation, die die QCD Lagrangedi
hte (Gl. (2.10)) invariant lässt,ist die Multiplikation der Quarkfelder mit einem globalen Phasenfaktor, also eine U(1)-Symmetrie:
Ψ → exp(iΘ) Ψ . (2.12)



2.3 Symmetrien der QCD 9Der zugehörige erhaltene Strom und die Ladung, die die erhaltene Baryonenanzahl (auf
1/3 pro Quark normiert) darstellt, sind:

Jµ(x) =
1

3
Ψ̄(x)γµΨ(x) ; B =

1

3

∫

d3x Ψ†(x)Ψ(x) . (2.13)Für den Fall identis
her Quarkmassen mu = md gäbe es auÿerdem eine SU(2) �avor-Symmetrie, die sogenannte Isospinsymmetrie. Die Lagrangedi
hte der QCD wäre invariantunter der Transformation
Ψ → exp

(

iΘa τa

2

)

Ψ , (2.14)wobei die τa, a ∈ {1, 2, 3}, die Generatoren der SU(2) sind - in der Standarddarstellungdie Paulimatrizen. Die dazugehörigen erhaltenen Vektorströme und Ladungen lauten:
V µ

a (x) = Ψ̄(x)γµ τa

2
Ψ(x) ; Qa =

∫

d3x Ψ†(x)
τa

2
Ψ(x) . (2.15)Da die Quarkmassen jedo
h voneinander abwei
hen, ist diese Isospin-Symmetrie lei
ht ex-plizit gebro
hen.Die für uns ents
heidende Symmetrie betri�t die Chiralität der Quarks. Zunä
hst neh-men wir dazu mu = md = 0 an (
hiraler Limes). Masselose Spin 1

2
-Teil
hen sind vonde�nierter Chiralität und die Felder lassen si
h auf links- bzw. re
htshändige ums
hreiben:

ΨR,L =
1

2
(1 ± γ5)Ψ . (2.16)Die Lagrangedi
hte (Gl. (2.10)) ist dann symmetris
h unter den SU(2)R × SU(2)L-Trans-formationen

ΨR → exp
(

iΘa
R

τa

2

)

ΨR ; ΨL → exp
(

iΘa
L

τa

2

)

ΨL . (2.17)Die erhaltenen links- und re
htshändigen Ströme addiert bzw. subtrahiert man gewöhn-li
h und ermittelt so die erhaltenen Vektor- bzw. Axialvektorströme und deren zugehörigeLadungen:
V µ

a (x) = Ψ̄(x)γµ τa

2
Ψ(x) ; QV

a =
∫

d3x Ψ†(x) τa

2
Ψ(x) ;

Aµ
a(x) = Ψ̄(x)γµγ5

τa

2
Ψ(x) ; QA

a =
∫

d3x Ψ†(x)γ5
τa

2
Ψ(x) .

(2.18)Würde ein �triviales� Wigner-Weyl Vakuum vorliegen (d.h. QV
a |0〉 = QA

a |0〉 = 0), so dürfteman in der Natur nur Paritätsdubletts beoba
hten: Jeder Zustand negativer Parität müssteeinen Partner positiver Parität und glei
her Masse besitzen. Dies ist ni
ht der Fall (z.B.
mρ ≈ 0.77GeV ⇔ ma1

≈ 1.23GeV) - der Grundzustand der QCD teilt die 
hirale Symme-trie ni
ht und sie ist spontan gebro
hen.



10 GrundlagenDa im betra
hteten 
hiralen Limes mu = md(= 0) gilt, ist jedo
h die bereits oben be-spro
hene SU(2) �avor-Symmetrie, die hier mit der Vektorsymmetrie übereinstimmt, er-füllt, d.h. QV
a |0〉 = 0. Daher muss die axiale SU(2)A-Symmetrie spontan gebro
hen sein,

QA
a |0〉 6= 0, und insgesamt ist die 
hirale Symmetrie auf die Isospinsymmetrie reduziert,

SUR(2) × SU(2)L → SU(2)V (Nambu-Goldstone Realisierung des Grundzustands). Ge-mäÿ Goldstone's Theorem gibt es dann drei masselose, pseudoskalare Mesonen, die mitden Pionen π0, π± identi�ziert werden. In der Natur sind sie ni
ht exakt masselos (mπ0 ≈
134.98MeV, mπ± ≈ 139.57MeV, siehe [31℄), da die 
hirale Symmetrie dur
h die kleinen,aber endli
hen Massen von u und d au
h explizit gebro
hen ist. Die Übergangsamplitu-de der Goldstonebosonen über den Axialvektorstrom ins Vakuum 2, 〈0|Aµ

a(x)|πb(p)〉 =
ipµδabf0e

−ipx, legt mit der Pionzerfallskonstante f0 (hier im 
hiralen Limes) eine wi
htige,dimensionsbehaftete Gröÿe fest: fπ = f0(1 + O(mq)) ≈ (92.4 ± 0.3)MeV (siehe [31℄).Im hadronis
hen Massenspektrum nehmen die Pseudo-Goldstonebosonen eine Sonderrolleein, denn alle Baryonen- und die meisten Mesonenzustände liegen etwa Λχ ≃ 4πfπ ≃ 1GeVüber dem Grundzustand, während die Pionen nur knapp über diesem in der Lü
ke liegen.Diese Skalentrennung ist der S
hlüssel um niederenergetis
he QCD mit systematis
her,
hiraler Störungstheorie anzugehen und aktive Freiheitsgrade auszuwählen.2.4 Chirales KondensatDie spontane Bre
hung der 
hiralen Symmetrie geht einher mit einer ni
ht-perturbativenUmordnung des Grundzustands (Vakuum). Dieser ist von Quark-Antiquark-Paaren bevöl-kert, deren skalare Di
hte einen von Null vers
hiedenen Erwartungswert, das 
hirale Kon-densat, hat. Es lässt si
h im Grundzustand, bes
hränkt auf die �avors u und d, s
hreibenals:
〈0|Ψ̄Ψ|0〉 = 〈Ψ̄Ψ〉0 = 〈Ψ̄uΨu〉0 + 〈Ψ̄dΨd〉0 ≡ 〈ūu〉0 + 〈d̄d〉0 . (2.19)Au
h mögli
h ist diese Darstellung mit Ψ̄Ψ = Ψ̄RΨL + Ψ̄LΨR, die das 
hirale Kondensatals Maÿ für die Mis
hung links- und re
htshändiger Quarks 
harakterisiert. Damit wirdans
hauli
her aufgezeigt, warum der Grundzustand die 
hirale Symmetrie ni
ht teilt.Die exakte, formale De�nition des 
hiralen Kondensats bezieht den Quarkpropagator

SF (x, y) = −i〈0|T Ψ(x)Ψ̄(y)|0〉 ein und lautet 〈Ψ̄Ψ〉0 = −i T r limy→x SF (x, y) .Der enge Zusammenhang zwis
hen spontaner Bre
hung der 
hiralen Symmetrie und demni
ht-vers
hwindenden 
hiralen Kondensat lässt si
h dur
h die Einführung der pseudoska-laren Di
hte Pa(x) = Ψ̄(x)γ5τaΨ(x) herstellen. Leitet man die (glei
hzeitige) Kommuta-torbeziehung [QA
a , Pb] = −δabΨ̄Ψ (mit QA

a aus Gl. (2.18)) her und bildet auf beiden Seitenden Erwartungswert, ergibt si
h QA
a |0〉 6= 0 ⇐⇒ 〈Ψ̄Ψ〉0 6= 0.Äquivalent zum 
hiralen Kondensat repräsentiert au
h die Pionzerfallskonstante fπ einMaÿ für die spontane Symmetriebre
hung. Dies erkennt man u.a. an der Gell-Mann, Oa-kes, Renner (GOR) Beziehung, die au
h einen Zusammenhang zwis
hen mπ und mu bzw.2Normierung des Zustandsvektors |πa(p)〉 mit Viererimpuls pµ: 〈πa(p)|πb(p

′)〉 = 2Ep(2π)3δabδ
3(~p−~p′)).



2.4 Chirales Kondensat 11
md herstellt (die endli
he Pionmasse ist ein Indiz für die explizite Symmetriebre
hung):

m2
πf

2
π = −1

2
(mu + md)〈ūu + d̄d〉0 + O(m2

u,d) . (2.20)Aus der führenden Ordnung folgt bei einer Renormierungsskala von 1GeV mit mu + md ≃
13MeV (siehe [31℄) und annähernder Isospinsymmetrie: 〈ūu〉0 = 〈d̄d〉0 ≃ −1.6 fm−3.Von besonderem Interesse ist in unserem Fall au
h das Feynman-Hellmann Theorem, dem-zufolge das 
hirale Kondensat eindeutig aus der Gesamtenergie pro Nukleon, MN + Ē(kf),abgeleitet werden kann.Trennt man die Hamiltondi
hte der QCD, HQCD, in ihren Anteil im 
hiralen Limes H0

QCDund in die Massenterme (mit m̄q = (mu + md)/2):
HQCD = H0

QCD + muūu + mdd̄d ≈ H0
QCD + m̄q(ūu + d̄d) , (2.21)so gilt für die Energiedi
hte ερ = 〈ρ|HQCD|ρ〉 eines Zustandes |ρ〉 mit der Baryonendi
hte

ρ das Feynman-Hellmann Theorem:
∂ερ

∂m̄q
= 〈ρ|∂HQCD

∂m̄q
|ρ〉 = 〈ūu + d̄d〉ρ . (2.22)Andererseits folgt aus der führenden Ordnung der GOR-Relation (Gl. (2.20) erlaubt es u.a.die Ableitung na
h der mittleren Quarkmasse dur
h die Ableitung na
h der Pionmasseauszudrü
ken 3):

∂ερ

∂m̄q

=
∂ε0

∂m̄q

+
∂(ερ − ε0)

∂m̄q

≈ 〈ūu + d̄d〉0
[

1 − 1

2mπf 2
π

d(ερ − ε0)

dmπ

]

. (2.23)Kombiniert man die letzten beiden Glei
hungen, ergibt si
h für die Abhängigkeit des 
hi-ralen Kondensats von der Baryonendi
hte:
〈ūu + d̄d〉ρ
〈ūu + d̄d〉0

= 1 − ρ

2mπf 2
π

d(MN + Ē(ρ))

dmπ
. (2.24)Dieses Verhalten werden wir in Kap. 7 kurz analysieren.Das 
hirale Kondensat ist ferner eng verbunden mit den Skalen im hadronis
hen Massen-spektrum. Aufbauend auf QCD-Summenregeln zeigt Io�e's Formel in führender Ordnung,

MN = −4π2

Λ2
B

< Ψ̄Ψ > + . . . , (2.25)3Da die Quarkmassen in der QCD (neben einer Renormierungsskala, die in der Hamiltondi
hte aberni
ht vorkommen darf) die einzigen Parameter darstellen, ist die partielle Ableitung hier glei
hbedeutendmit einer totalen Ableitung na
h der Quarkmasse. Bei der Transformation auf die Pionmasse muss manjedo
h die totale Ableitung ans
hreiben, da in der Energiedi
hte Skalen, wie z.B. gA und fπ, vorkommen,die von den Quarkmassen abhängen. Ihre Abhängigkeit von der Pionmasse zeigt si
h dann aber nur implizitund darf ni
ht verna
hlässigt werden.



12 Grundlagendass die spontane Bre
hung 
hiraler Symmetrie einen groÿen Beitrag zur Masse des Nukle-ons beisteuert und damit mitverantwortli
h dafür ist, dass der niedrigste Anregungszustand(mit Ausnahme der Pseudo-Goldstonebosonen) um etwa Λχ vom QCD-Grundzustand ge-trennt ist. 4
2.5 Chirale StörungstheorieDie angespro
hene Energielü
ke im hadronis
hen Massenspektrum trennt kleine und groÿeEnergieskalen (im Verglei
h zu Λχ) und bietet si
h zur Konstruktion einer e�ektiven Feld-theorie direkt an. Die zugehörige e�ektive Lagrangedi
hte gehor
ht allen relevanten Sym-metrien der fundamentalen Theorie, hier der QCD. Die lei
hten Teil
hen, hier die pseudo-skalaren Pionen (wir betra
hten weiterhin nur aus u und d aufgebaute Teil
hen), werdenals aktive Freiheitsgrade eingeführt, während die s
hweren eingefroren sind. Die Idee dere�ektiven Feldtheorie (EFT) ma
ht davon Gebrau
h, dass die Energien und Impulse deraktiven Freiheitsgrade im betra
hteten Energieberei
h klein gegen die 
harakteristis
heSkala Λχ sind, und man betreibt eine systematis
he Entwi
klung in denselben. Diese be-zei
hnet man im betra
hteten Fall als 
hirale Störungstheorie (χPT ).Zur Konstruktion von Leff (ohne Baryonen) (vgl. [32, 33℄) führt man die Pionen dur
heine 2 × 2 Matrix U(x) ∈ SU(2) ein, z.B. in folgender, gängiger Darstellung:

U(x) = exp

(
i~τ · ~π(x)

f0

)

. (2.26)Hierbei umfasst ~π(x) die drei Isospinkomponenten des Pions.Äquivalent zur Entwi
klung na
h den Viererimpulsen der Pionen ist eine Entwi
klung na
h
∂µU , wobei die Lorentz-Invarianz nur gerade Potenzen der Ableitungen zulässt (verna
h-lässige einen irrelevanten, konstanten Term):

Leff(U, ∂µU, ...) = L(2)
eff + L(4)

eff + ... . (2.27)Der führende Term (das sogenannte ni
ht-lineare σ-Modell) hat folgende Form:
L(2)

eff =
f 2

0

4
Tr[∂µU †∂µU ] +

m2
πf

2
0

2(mu + md)
Tr[mq(U + U †)] , (2.28)wobei der zweite Summand die führende Korrektur aufgrund der expliziten Symmetrie-bre
hung (endli
he Quarkmassen) ist. Entwi
kelt man no
h bis eins
hlieÿli
h der zweitenOrdnung in ~π, so erhält man (ein konstanter, bedeutungsloser Term wird wieder verna
h-lässigt):

L(2)
eff =

1

2
∂µ~π · ∂µ~π − 1

2
m2

π~π
2 + O(~π4) . (2.29)4ΛB ∼ 1GeV, das Borelmaÿ, trennt in der Bere
hnung der QCD-Summenregeln lang- und kurzrei
h-weitige Dynamik.



2.5 Chirale Störungstheorie 13Das Nukleon als niedrigste Baryon-Anregung des QCD-Vakuums spielt in Überlegungenzur Kernmaterie natürli
h die zentrale Rolle, fehlt in der bisherigen baryonenlosen Theorieaber no
h völlig. Die entspre
hende Erweiterung von Leff um Baryonen erfordert einelängere Herleitung (vgl. [32℄) und wir bes
hränken uns auf die Angabe des Ergebnisses bisin eins
hlieÿli
h zweiter Ordnung im Pionenfeld (ohne elektromagnetis
he Kopplungen):
Leff = Ψ̄N(iγµ∂

µ − MN)ΨN − gA

2fπ
Ψ̄Nγµγ5~τ ΨN · ∂µ~τ − 1

4f 2
π

Ψ̄Nγµ~τ ΨN · ~π × ∂µ~π

+
σN
2f 2

π

Ψ̄NΨN~π2 + ... . (2.30)Der σN-Term, σN = MN−M0, bezei
hnet den Unters
hied der physikalis
hen Nukleonmasse
MN zu ihrem Wert M0 im 
hiralen Limes, und gA ist die Axialvektor-Kopplungskonstantedes Nukleons.Eine Haupts
hwierigkeit im Verglei
h zum baryonenlosen Fall mit der einzigen groÿen Ska-la fπ ist die Existenz des zusätzli
hen, dimensionsbehafteten Parameters MN. Loop-E�ektekönnen von der Ordnung (MN/(4πfπ))2 ∼ 1 sein, und die Reihenentwi
klung wäre dannni
ht mehr konsistent. Um wieder ein systematis
hes Zähls
hema herzustellen, muss MNaus L(N)

eff eliminiert werden. Dazu betra
htet man das Nukleon als sehr s
hwer (�Heavy-Baryon�-Limes), was im Prinzip einer ni
htrelativistis
hen Entwi
klung in 1/MN und einerBes
hränkung auf die führenden Ordnungen glei
hkommt (vgl. [34℄).In früheren Arbeiten zur Pion-Nukleon-Dynamik in Kernmaterie hat si
h herausgestellt(siehe [15℄), dass au
h der niedrigste Anregungszustand des Nukleons von Bedeutung ist.Bes
hränkt auf den niederenergetis
hen Berei
h rei
ht es aus, die ∆(1232)-Anregung auf-zugreifen, wel
he stark ans πN-System koppelt (g∆Nπ ≈ 2gπN). Im �Heavy-Baryon�-Limestritt im Propagator ni
ht die Masse der ∆-Resonanz selbst auf, sondern nur deren Di�e-renz zur Nukleonmasse, d.h. ∆ = M∆ − MN. Diese ist mit ∆ ≈ 293MeV von der glei
henGröÿenordnung wie der Fermiimpuls kf und zählt damit neben kf und mπ zu den kleinenSkalen. Deshalb behandeln wir die virtuelle ∆-Anregung explizit, anstatt sie, wie dies oftgetan wird, in Niederenergiekonstanten der e�ektiven Lagrangedi
hte zu absorbieren (vgl.[35℄).
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Kapitel 3Das universale NN-Potential Vlow kAn die kurze Einführung in die QCD und in die daraus abgeleitete 
hirale Störungstheo-rie s
hlieÿt si
h eigentli
h unmittelbar die Bespre
hung unserer Methode an. Wir wollendiese kanonis
he Reihenfolge jedo
h unterbre
hen, um zunä
hst no
h den dazu komple-mentären Vlow k-Ansatz vorzustellen. Dieser zeigt auf, dass im niederenergetis
hen Berei
heine perturbative Behandlung von Kernmaterie über den langwelligen Grenzfall der frei-en Nukleon-Nukleon (NN)-We
hselwirkung gere
htfertigt sein kann. Von dieser Aussagema
hen wir ja au
h mittels der 
hiralen Störungstheorie Gebrau
h.3.1 GrundlagenWie in der Einleitung bereits angedeutet ist es problematis
h, von Modellen für die freieNN-Kraft auf die Vielnukleon-We
hselwirkung in Kernmaterie zu s
hlieÿen (für einen Über-bli
k vgl. u.a. au
h [36℄). Die Mögli
hkeit über die Aufsummation der In-Medium NN-Streuung in Form der Brü
kner's
hen G-Matrix ist energie- und systemabhängig und be-nötigt in der numeris
hen Dur
hführung meist zusätzli
he Näherungen. Lange s
hien es,als ob eine perturbative Behandlung des Vielnukleonenproblems wegen der dominierendenni
ht-perturbativen E�ekte ausges
hlossen wäre: Allen voran dur
h den stark repulsiven
ore bei kleinen Abständen, aber au
h dur
h die iterierte Tensorwe
hselwirkung und dieAnwesenheit (nahezu) gebundener Zustände (Infrarotdivergenzen).In den letzten Jahren wurde jedo
h gezeigt (siehe [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12℄), dass für einwei
hes Potential in Kombination mit dem Pauli-Prinzip, wel
hes im Medium zusätzli
hzum Tragen kommt, do
h eine störungstheoretis
he Behandlung von Kernmaterie über dieNN-We
hselwirkung mögli
h ist. Das niederenergetis
he und, wie si
h herausstellt, uni-versale NN-Potential Vlow k kann dabei aus einem beliebigen realistis
hen NN-Potentialhergeleitet werden.Es gibt eine Reihe ho
hpräziser, freier NN-Potentiale, wie z.B. das Argonne v18 (vgl. [1℄),das CD Bonn (vgl. [2℄) u.v.a.. In allen Modellen ist die Bes
hreibung der langrei
hwei-



16 Das universale NN-Potential Vlow ktigen Dynamik dur
h den Ein-Pion-Austaus
h identis
h. Die zugehörigen, niederenergeti-s
hen NN-Eigens
haften sind dur
h experimentelle Daten (elastis
he NN-Streuphasen fürLaborenergien Elab < 350MeV und niederenergetis
he Deuteroneigens
haften) eindeutigfestgelegt. Diese genügen aber ni
ht, um au
h die attraktive mittel- und die repulsivekurzrei
hweitige Struktur der NN-We
hselwirkung festzulegen. Die Details dieser ni
ht-perturbativen Komponenten (für relative Impulse k > 2.1 fm−1 bzw. relative Abstände
r < 0.5 fm) sind also ni
ht dur
h experimentelle Ergebnisse einges
hränkt und werden,basierend auf dem Austaus
h s
hwerer Mesonen, von Modell zu Modell unters
hiedli
h an-gepasst. Daraus resultiert au
h die Modellabhängigkeit bei der Brü
kner-Aufsummation.O�ensi
htli
h hat die genaue Form der kurzrei
hweitigen NN-Kraft aber keinen Ein�ussauf die niederenergetis
hen NN-Observablen, die ja von allen Modellen reproduziert werdenmüssen. Es liegt deshalb nahe, zu deren Bes
hreibung von der vollen, modellabhängigenNN-Kraft auf eine einfa
he und e�ektive Kraft überzugehen, die si
h auf den experimentellgesi
herten, niederenergetis
hen Berei
h bes
hränkt und damit modellunabhängig ist.Die 
hirale EFT errei
ht dies dur
h die Bes
hränkung auf explizite Pion- und Nukleon-Frei-heitsgrade und kodiert die s
hweren, �eingefrorenen� Freiheitsgrade in Kontakttermen. Da-dur
h entsteht eine modellunabhängige Bes
hreibung des niederenergetis
hen NN-Systems,deren Präzision aber oftmals no
h ni
ht die der phänomenologis
hen Modelle errei
ht.Der Vlow k-Ansatz verbindet die Idee der EFT mit konventionellen NN-Modellen. Ausge-hend von einem realistis
hen NN-Potential wird das universale Vlow k konstruiert, wobeisi
hergestellt ist, dass die niederenergetis
hen und experimentell gesi
herten Observablenmit glei
her Präzision wiedergegeben werden. Wie in der 
hiralen EFT sind aber für daswei
he Vlow k modellabhängige Details über die hohen Impulsberei
he irrelevant.3.2 Konstruktion des Vlow k-Potentials und ErgebnisseIm Folgenden soll die Herleitung des universalen Niederenergiepotentials Vlow k skizziertwerden. Als Ausgangspunkt dient, wie oben bes
hrieben, ein beliebiges, realistis
hes NN-Potentialmodell, das notwendigerweise au
h die kurzrei
hweitigen, ni
ht-perturbativen Ef-fekte berü
ksi
htigt.Für einen gewählten Streukanal ist die T-Matrix der NN-Streuung (mit Randbedingungender stehenden Welle) gegeben dur
h:

T (k′, k; k2) = VNN(k′, k) +
2

π
P
∫ ∞

0

dq q2VNN(k′, q)T (q, k; k2)

k2 − q2
. 1 (3.1)Die Streuphasenvers
hiebungen sind über die Diagonalelemente bestimmt dur
h tan δ(k) =

−kT (k, k; k2).Nun bes
hränkt man alle S
hleifenintegrale und alle ein- und auslaufenden Impulse derNukleonen dur
h einen 
ut-o� Λ und de�niert eine analoge Version von Gl. (3.1) für ein1Die reelle Gröÿe, die diese Formel bes
hreibt, bezei
hnet man man
hmal au
h als K-Matrix.



3.2 Konstruktion des Vlow k-Potentials und Ergebnisse 17e�ektives Potential Vlow k:
Tlow k(k

′, k; k2) = Vlow k(k
′, k) +

2

π
P
∫ Λ

0

dq q2Vlow k(k
′, q)Tlowk

(q, k; k2)

k2 − q2
. (3.2)Dieses Vlow k-Potential soll die glei
hen niederenergetis
hen Zwei-Nukleon Observablen (Streu-phasen, Bindungsenergie des Deuterons, et
.) mit ebenso hoher Genauigkeit reproduzierenwie das volle NN-Modell VNN. Dies zieht folgende Forderung na
h si
h:

Tlow k(k
′, k; k2) = T (k′, k; k2) für k′, k < Λ für beliebige Λ . (3.3)Die Unabhängigkeit der niederenergetis
hen T-Matrix von Λ führt zu der Renormierungs-gruppen (RG)-Glei
hung, die den Fluss des Vlow k in Λ bes
hreibt:
d

dΛ
Vlow k(k

′, k) =
2

π

Vlow k(k
′, Λ)Tlow k(Λ, k; Λ2)

1 − (k/Λ)2
. (3.4)Mit VNN als Anfangsbedingung für groÿe Werte des 
ut-o�s lässt si
h daraus Vlow k nume-ris
h integrieren. 2 Die RG-Glei
hung kann z.B. au
h über Blo
h-Horowitz oder Lee-SuzukiTransformationen hergeleitet werden (siehe [11℄).Dur
h die RG-Dezimierung, d.h. die Beseitigung der hohen Impulskomponenten, ist zuerwarten, dass die Modellabhängigkeit der kurzrei
hweitigen NN-Dynamik weitgehend eli-miniert wird. Tatsä
hli
h sind zwei der drei Gründe für ni
ht-perturbatives Verhalten dur
hausrei
hend kleine 
ut-o�s, Λ ≃ 2.1 fm−1, im Vlow k ni
ht mehr vorhanden: Die dur
h denrepulsiven 
ore bedingten Divergenzen stehen, wie erwähnt, in keinem Zusammenhang zuphysikalis
hen Observablen, und deren stark repulsiver Beitrag fällt mit den hohen Impuls-komponenten heraus. Das glei
he gilt für den Ein�uss der iterierten Tensorkraftbeiträge.Nur der dritte Auslöser ni
ht-perturbativer Aspekte im Zweinukleonenproblem, nämli
h diePole von s
hwa
h gebundenen Zuständen, werden als physikalis
he Observablen ni
ht dur
hden 
ut-o� beeinträ
htigt. Hier hilft jedo
h der Ein�uss des Mediums in Form des Pauli-prinzips: Sobald die NN-We
hselwirkung innerhalb eines Vielteil
henverbands betra
htetwird, ist der Phasenraum, in den die Nukleonen bei ihrer We
hselwirkung streuen können,deutli
h einges
hränkt. Dafür ist neben dem maÿgebli
hen Pauli-Prinzip au
h der 
ut-o�verantwortli
h. Ein Verkleinern desselben unterdrü
kt die problematis
hen Zwis
henzu-stände immer stärker (vgl. Abb. 3.1). Ans
hauli
h betra
htet, s
hneidet ein 
ut-o� von

Λ ≤ 2kf für groÿe Impulse des Nukleonpaares, P ≥ 2kf , aber bereits in die Fermikugeln(vgl. Figur 3.1) und man könnte in diesem Fall eine erneute 
ut-o� Abhängigkeit der Ob-servablen befür
hten. Es zeigt si
h jedo
h, dass die Energie pro Teil
hen selbst für no
hkleinere 
ut-o�s kaum von Λ abhängt und die ans
hauli
he Begrenzung Λ ≥ 2kf zu strengist (siehe [4℄).Über die RG-Glei
hung, Gl. (3.4), wird also aus einer vollen NN-We
hselwirkung mit ni
ht-2Da die RG-Glei
hung asymmetris
h in k und k′ ist, wird das erhaltene Vlow k ni
ht hermites
h sein.Dies kann dur
h die Verwendung einer symmetrisierten Version von Gl. (3.4) behoben werden.
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F: |P/2 ± k| < k
F

Λ: |P/2 ± k| > k
F

P/2

k

Λ

k
F

|k| < Λand

Abbildung 3.1: Phasenraum der mit dem Pauli-Prinzip vereinbaren Zwis
henzustände(s
hra�erter Berei
h Λ) für Nukleon-Nukleon-Streuung. Der Gesamtimpuls der beidenNukleonen ist P und sie be�nden si
h anfangs im Fermisee F . Die We
hselwirkung ist aufImpulse kleiner als Λ bes
hränkt. Figur aus [4℄ entnommen.perturbativen Anteilen das e�ektive Potential Vlow k entwi
kelt, wel
hes nur den dur
h Ex-perimente festgelegten Niederenergieberei
h unterhalb des 
ut-o�s bes
hreibt. Die Detailsder kurzrei
hweitigen NN-Dynamik spielen keine Rolle mehr. Ihre detailunabhängigen Aus-wirkungen auf die niederenergetis
hen Phänomene sind jedo
h über die Λ-Abhängigkeit des
Vlow k berü
ksi
htigt. Die Skalierung des Vlow k-Potentials mit Λ kann über die RG-Glei
hungdirekt untersu
ht werden. Verringert man Λ, so zeigt si
h, dass die Diagonalmatrixelementedes Vlow k für die vers
hiedenen VNN (den Ausgangspunkten in der RG-Glei
hung) s
hlieÿ-li
h auf eine universale Kurve kollabieren (vgl. Abb. 3.2). Dies ges
hieht für Λ ≃ 2.1 fm−1(was in der NN-Streuung einer Laborenergie von etwa 350MeV entspri
ht). Die hohen Im-pulskomponenten renormieren die niedrigen dann zu einem universalen Vlow k.Damit ist ans
hauli
h verdeutli
ht, dass das auf den niederenergetis
hen Berei
h bes
hränk-te NN-Potential perturbativ auf Vielteil
hensysteme angewendet werden kann. Au
h frü-her gab es bereits zahlrei
he Ansätze mit einem wei
hen NN-Potential (vgl. [4℄ und darinenthaltene Referenzen), die si
h jedo
h alle als unfähig herausgestellt hatten, Kernmate-rieeigens
haften zu reproduzieren (zu starke Bindung bei zu hohen Di
hten).Dies ist auf fehlende Vielnukleonen-Kräfte in diesen Modellen zurü
kzuführen. Sie fehlenau
h no
h im vorliegenden Ansatz mit dem Vlow k-Potential, sobald man dieses in Betra
h-tungen von Kernmaterie anwendet.Die Frage ist nun, wie groÿ die Rolle dieser Vielkörper-We
hselwirkungen ist. Es hat si
hherausgestellt, dass insbesondere Dreikörperterme (gerade zur Bes
hreibung lei
hter Ker-ne) eine wesentli
he Rolle spielen und explizit behandelt werden müssen. We
hselwirkungenmit mehr als drei Nukleonen sind dagegen meistens verna
hlässigbar.Die Einarbeitung der 3N-Kräfte in den Vlow k-Ansatz stöÿt aber auf S
hwierigkeiten, da die
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Abbildung 3.2: Enwi
klung der Diagonalmatrixelemente des Vlow k-Potentials für ver-s
hiedene Λ als Funktion des Relativimpulses im 3S1-Kanal. Figur aus [6℄ übernommen.RG-Glei
hung für ein kombiniertes Zwei- und Drei-Nukleonen-System no
h ni
ht existiert.Zum einen würde dies eine sehr genaue Kenntnis der 3N-Streuwellenfunktionen erfordernund zum anderen gibt es mit Ausnahme der 
hiralen EFT keine konsistente Behandlung, dieeine Beziehung herstellt zwis
hen den vollen VNN-Potentialmodellen und ihren angepasstenDrei-Nukleon-Kräften. Deshalb wird das Dreikörperpotential für jeden 
ut-o� einzeln andie führende Ordnung der Dreinukleonenkraft aus 
hiraler EFT angepasst. Letztere umfasstin führender Ordnung den langrei
hweitigen Ein-Pion-Austaus
h, den mittelrei
hweitigenZwei-Pion-Austaus
h und eine kurzrei
hweitige Kontaktwe
hselwirkung (siehe [6℄ und dortenthaltene Quellen). Die Parameter werden für jedes Λ dur
h die Bindungsenergien von
3H und 4He in isospin-symmetris
her Kernmaterie festgelegt (siehe [7℄).Es zeigt si
h, dass si
h für Λ ≤ 2.1 fm−1 au
h die so ermittelten Dreikörperterme perturba-tiv behandeln lassen. Konkret ist damit 〈Ψ(3)|V3N|Ψ(3)〉 ≈ 〈Ψ(2)|V3N|Ψ(2)〉 gemeint (|Ψ(n)〉sei eine exakte Lösung, die alle We
hselwirkungen zwis
hen maximal n-Teil
hen berü
k-si
htigt).Verwendet man das wei
he Vlow k-Potential nun in Hartree-Fo
k Re
hnungen, um die Ener-gie pro Teil
hen in isospin-symmetris
her Kernmaterie zu ermitteln, so wird deutli
h (vgl.



20 Das universale NN-Potential Vlow kAbb. 3.3 links), dass die Sättigung von Kernmaterie tatsä
hli
h erst dur
h Einführung derDreikörperkräfte errei
ht werden kann. Man �ndet dann im untersu
hten 
ut-o� Berei
hein Minimum von Ē ≈ −(2.5 − 8)MeV für kf,0 ≈ (1.1 − 1.3) fm−1.Die Sättigungskurve ist näher zum empiris
hen Wert des Sättigungspunktes vers
hoben,sobald no
h Korrekturen zweiter Ordnung (für Details vgl. [4℄) hinzugenommen werdenund man erhält Ē ≈ −(11 − 12) MeV für kf,0 ≈ (1.2 − 1.35) fm−1. Die 
ut-o� Abhängig-keit ist dann zudem drastis
h reduziert (vgl. Figur 3.3 re
hts).
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Abbildung 3.3: Mit dem Vlow k-Potential und V3N bere
hnete Hartree-Fo
k Ergebnisse(links) und Hartree-Fo
k Ergebnisse plus dominante Korrekturen zweiter Ordnung (re
hts)(Abb. aus [4℄ entnommen).Das universale Vlow k-Potential in Kombination mit Dreikörpertermen ist ein dur
haus viel-verspre
hender Weg zu einer systematis
hen Behandlung des nuklearen Vielteil
henpro-blems. No
hmals kurz zusammengefasst, lässt er si
h wie folgt bes
hreiben: Man startetmit einem NN-Potential, das die experimentell gesi
herten Niederenergieobservablen mithoher Genauigkeit reproduziert. Den zugehörigen, in der Regel sehr groÿen Phasenraumdezimiert man dur
h einen 
ut-o� nun auf einen viel kleineren Impulsraum im Niederener-gieberei
h, so dass die erfassten Zweikörper-Observablen aber immer no
h ebenso genaureproduziert werden. Die modellabhängigen Beiträge von hohen Impulsen werden also inden Niederenergieberei
h transferiert und führen so zum universalen Vlow k. Mit diesemresultierenden, wei
hen NN-Potential ist eine perturbative Behandlung von Kernmateriegere
htfertigt und au
h erfolgrei
h, sobald Dreikörperkräfte mitberü
ksi
htigt werden.Au
h unser Ansatz baut auf einer perturbativen Bes
hreibung von Kernmaterie auf, der imFolgenden erklärt werden soll. Im Gegensatz zum Vlow k-Ansatz betreiben wir aber keine Ab-leitungen ausgehend von phänomenologis
hen VNN-Potentialmodellen, sondern bere
hnensystematis
h den expliziten Pionaustaus
h zwis
hen Nukleonen im Rahmen von 
hiralerStörungstheorie. Da unser Ansatz si
h auf die glei
he langrei
hweitige Dynamik bes
hränkt,ist denno
h eine gewisse Übereinstimmung mit dem Vlow k-Verfahren zu erwarten.



Kapitel 4Die Zustandsglei
hung vonisospin-symmetris
her KernmaterieIn diesem Kapitel knüpfen wir an die Einführung in die 
hirale Störungstheorie im Medium(Abs
hnitt 2.5) an und stellen unsere Re
hnungen zu isospin-symmetris
her Kernmaterieexplizit vor. Im Gegensatz zum Vlow k-Ansatz benötigen wir kein empiris
hes Nukleon-Nukleon Potentialmodell als Ausgangspunkt sondern bauen die Betra
htungen direkt aufallgemeinen Prinzipien auf. Zu Beginn werden die Grundlagen erläutert und die verwende-ten Feynmanpropagatoren und Vertizes vorgestellt. Dann folgt eine kurze Bes
hreibung frü-herer Re
hnungen, die dur
h die Einführung einer πNN-Vertexfunktion modi�ziert werden.Die resultierenden Formeln für isospin-symmetris
he Kernmaterie stellen wir ans
hlieÿendim Detail dar und werten sie bezügli
h des Sättigungsverhaltens ausführli
h aus.4.1 GrundlagenDie Energiedi
hte ε(kf) des Grundzustands von Kernmaterie (ρ: Nukleonendi
hte) bere
h-net si
h aus der Summe aller unverbundenen Feynmandiagramme (also aller ges
hlossenenGraphen ohne äuÿere Linien), die zusätzli
h mit der imaginären Einheit i zu multiplizierenist. Dies lässt si
h aus einer störungstheoretis
hen Behandlung der Zwei-Punkt Korrela-tionsfunktion we
hselwirkender Felder ableiten und beispielsweise in [37℄, Kap. 4.4, na
h-lesen.Die Zustandsglei
hung in Form der Energie pro Teil
hen (abzügli
h der Ruheenergie desfreien Nukleons) ergibt si
h dann zu:
Ē(kf) =

ε(kf)

ρ(kf)
− MN . (4.1)Dieser allgemeine Ansatz soll nun mittels der 
hiralen Störungstheorie (χPT) bearbeitet,d.h. konkret in Potenzen des Fermiimpulses kf entwi
kelt werden. Dabei ist zu bea
hten,dass in der Umgebung des empiris
hen Sättigungspunktes die Pionmasse mπ in der glei
hen



22 Die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her KernmaterieGröÿenordnung wie kf,0 liegt (mπ ≈ kf,0/2), d.h. ebenfalls klein im Verglei
h zur 
harak-teristis
hen Skala der χPT ist. Das Verhältnis kf/mπ =: u ist demna
h von der Ordnung
O(1) und darf ni
ht entwi
kelt werden, was der 
hiralen Entwi
klung von Gl. (4.1) folgendeallgemeine Form gibt:

Ē(kf) =
∑

n

Fn(u) · kn
f . (4.2)Unter der Annahme, dass diese Entwi
klung konvergiert und kf hinrei
hend klein ist, bre-
hen wir in unseren Re
hnungen na
h der fünften Potenz im Fermiimpuls ab:

Ē(kf) =

5∑

n=1

Fn(u) · kn
f . (4.3)Die ni
ht-trivialen Koe�zienten dieser Entwi
klung sollen nun (abgesehen von der kineti-s
hen Energie) explizit über Feynmandiagramme bere
hnet werden. Eben weil die Pion-masse, wie bereits erwähnt, von der glei
hen Gröÿenordnung wie der Fermiimpuls ist,führen wir die We
hselwirkung zwis
hen den Nukleonen im betra
hteten Energieberei
hauss
hlieÿli
h auf Pionaustaus
hprozesse zurü
k.Zunä
hst muss man si
h überlegen, wel
he der Vakuumgraphen bis zur Ordnung k5

f bei-tragen. Eine erste, einfa
he Abs
hätzung (analog zu [37℄, Kap. 10) sagt für ein Diagrammmit L S
hleifen einen Term
ĒL(kf) = k2L−1

f F2L−1(u) (4.4)voraus, wie folgendes Argument zeigt:Sei L die Anzahl aller S
hleifen (ni
ht nur der reinen Fermions
hleifen), PN bzw. Pπ dieAnzahl der Nukleon- bzw. Pionpropagatoren und V die Anzahl der Vertizes. Setzt man dieEnergiedi
hte ε(kf) S
hritt für S
hritt mit den Feynmanregeln an, so ers
heint kf mit derPotenz:
D̃ :=(Exponent von kf im Zähler) − (Exponent von kf im Nenner) = 4L−PN− 2Pπ +V ,wobei der erste Term aus den S
hleifenintegrationen resultiert. Geht man von der Energie-di
hte auf die Energie pro Teil
hen über, reduziert si
h D̃ no
hmals um 3 und man erhält
D = 4L − PN − 2Pπ + V − 3 als Potenz von kf .Betra
hten wir konkret das Beispieldiagramm in Abb. 4.1, wel
hes zum irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h zählt und L = 3 S
hleifen umfasst. Mit jedem der vier Vertizes ist ein Pionverbunden und jeder Pionpropagator grenzt stets an zwei Vertizes, also gilt V = 2Pπ = 4und ferner PN = 4. Es ergibt si
h somit D̃ = 2L + 2 = 8 bzw. D = 2L − 1 = 5. Dasbetra
htete Diagramm mit L = 3 S
hleifen trägt also in fünfter Potenz von kf zur Energiepro Teil
hen bei.Analog lässt si
h für die meisten Feynmandiagramme der Zusammenhang D = 2L − 1�nden. Dieser Regel zufolge wäre eine Re
hnung bis zur Ordnung k5

f glei
hbedeutend miteiner Kalkulation aller Diagramme mit bis zu drei S
hleifen (Loops).Allerdings gibt es Ausnahmen von der �(2L−1)-Regel�. Beim iterierten Ein-Pion-Austaus
hbeispielsweise steht im Energienenner die Di�erenz der kinetis
hen Energien zweier Nukleo-nen, wodur
h in der führenden ni
htrelativistis
hen Ordnung die groÿe Nukleonmasse MN
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Abbildung 4.1: Beispieldiagramm des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes zur Demonstration der �(2L−1)-Regel�. Die dur
hgezogeneLinie stellt den Propagator eines Nukleons dar, wel
hes au
h im ange-regten ∆-Zustand vorliegen kann.
Abbildung 4.2: Vier-Loop-Diagramme mit doppelt iteriertem Ein-Pion-Austaus
h bzw. mit drei Nukleons
hleifen (re
hts).im Zähler steht (vgl. dazu au
h [35℄). Die Eins-Eins-Korrespondenz zwis
hen der S
hleifen-und der 
hiralen Entwi
klung in kf ist gestört: Der iterierte Ein-Pion-Austaus
h trägtin der Ordnung k4

f bei und ni
ht erst, wie von einem Drei-Loop-Diagramm erwartet, inder Ordnung k5
f . Dementspre
hend ist au
h damit zu re
hnen, dass z.B. das Vier-Loop-Fo
kdiagramm in Abb. 4.2 links, das den doppelt iterierten Ein-Pion-Austaus
h (∝ M2N)bes
hreibt, bereits zur Ordnung k5

f beiträgt. 1 Die Bere
hnung dieses Diagramms ist jedo
häuÿerst s
hwierig, und die vorliegende Arbeit bes
hränkt si
h generell auf die Drei-Loop-Ordnung, obwohl dadur
h einige Beiträge zur Ordnung k5
f fehlen. Selbst andere Vier-Loop-Graphen, die bereits zur Ordnung k5

f beitragen und deren analytis
hes Ergebnis bekanntist (wie z.B. das Diagramm mit drei Nukleonringen, vgl. Abb. 4.2 und Anhang von [13℄)werden konsequenterweise weggelassen. Die bes
hriebene Tatsa
he wollen wir no
hmalsbetonen: Wir betra
hten systematis
h alle führenden ni
htrelativistis
hen Terme in Drei-Loop-Ordnung, was ni
ht ganz exakt mit einer Entwi
klung bis eins
hlieÿli
h k5
f überein-stimmt.In die Bere
hnung der zugehörigen Graphen �ieÿen die bekannten Feynmanregeln ein. ImFolgenden werden dazu no
h einige Details geklärt und andere verwendete Gröÿen vorge-stellt.In den einzelnen Diagrammen muss das Medium, d.h. die Anwesenheit eines gefülltenFermisees von Nukleonen, in Form des Pauli-blo
kings im Nukleonpropagator berü
k-si
htigt werden. Dadur
h nimmt letzterer in der Impulsraumdarstellung für die Temperatur1Das zugehörige Hartreediagramm in Abb. 4.2 Mitte, vers
hwindet beim Auswerten der Spin- bzw.Dira
spuren.
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hung von isospin-symmetris
her Kernmaterie
T = 0 folgende Form an (mit Viererimpuls p des propagierenden Nukleons):

SF (p) =
i(/p + MN)

p2 − M2N + iǫ sgn(|~p | − kf)

= (/p + MN)

[
i

p2 − M2N + iǫ
− 2πδ(p2 − M2N) Θ(kf − |~p |) Θ(p0)

]

. 2 (4.5)freier Anteil Medieneins
hubIn Gl. (4.5) handelt es si
h um den voll relativistis
hen Propagator. Der Übergang zumni
htrelativistis
hen Limes dur
h Entwi
klung in 1/MN erfolgt bei dessen Verwendung erstna
h der vollständigen Formulierung der relativistis
hen Energiedi
hte des jeweiligen Dia-gramms und der Spurbildung.Die additive Zerlegung des Nukleonpropagators in einen freien Teil (im Feynmangraphsymbolisiert dur
h eine Linie mit Pfeil) und einen Medienanteil (gekennzei
hnet dur
h ei-ne Linie mit doppeltem Querstri
h) ist zum einen ans
hauli
h und minimiert zum anderenden Re
henaufwand. Dies lässt si
h exemplaris
h für den Ein-Pion-Austaus
h zeigen. Daszugehörige Feynmandiagramm kann analog zur Zerlegung in Gl. (4.5) in vier Beiträge auf-spalten werden, vgl. Abb. 4.3: Das linke Diagramm und allgemein jedes Diagramm ohne
+ 2· +Abbildung 4.3: Zerlegung des Feynmangraphen des Ein-Pion-Austaus
hes.Medieneins
hub tragen zu einer ni
ht messbaren Vers
hiebung der Vakuumenergie bei. Dasmittlere Diagramm und allgemein jedes Diagramm mit genau einem Medieneins
hub sindin der Renormierung der freien Nukleonmasse auf ihren physikalis
hen Wert MN enthalten.(Wir verwenden als Mittelwert zwis
hen Proton- und Neutronmasse MN = 939MeV).Man kann si
h also groÿen Aufwand sparen, indem man von Anfang an nur die Diagrammemit mindestens zwei Medieneins
hüben untersu
ht, wel
he eine messbare Vers
hiebung derEnergiedi
hte gegen das freie Fermigas, den Vakuumgrundzustand, bes
hreiben.Als Pion-Nukleon-Vertizes treten bis zur betra
hteten Ordnung der 
hiralen Entwi
k-lung nur der Pseudovektor πNN-Vertex und der Tomozawa-Weinberg ππNN-Vertex auf(vgl. [32℄):

gA

2fπ
/qa

γ5τa und 1

4f 2
π

(/qb
− /qa

)ǫabcτc . (4.6)Die Pion-Viererimpulse q sind dabei jeweils als aus dem Vertex auslaufend de�niert. AlsWert für die axiale Nukleonkopplungskonstante verwenden wir gA = 1.3, was si
h mittels2Eine kurze Wiederholung der Herleitung ist im Anhang A zu �nden.



4.1 Grundlagen 25der Goldberger-Treiman-Beziehung (vgl. z.B. [38℄) in eine πNN-Kopplungskonstante von
gπNN = (MN/fπ)gA = 13.2 übersetzt und gut mit dem empiris
hen Wert aus der Analy-se von πN-Dispersionsrelationen (siehe [39℄) übereinstimmt. Für die Pionzerfallskonstantesetzen wir fπ = (92.4 ± 0.3)MeV ein (vgl. [31℄).Wie bereits in der Einführung in 2.5 bemerkt, ist es angebra
ht, virtuelle ∆(1232)-Anre-gungen in den Zwis
henzuständen des Nukleons explizit zu berü
ksi
htigen, da die Mas-sendi�erenz ∆ = M∆ − MN = 293MeV klein gegen die Skala Λχ der 
hiralen Symmetrie-bre
hung ist. Im ni
htrelativistis
hen Grenzfall erhält man für den ∆-Propagator undden ∆ → πaN Vertex (vgl. [40℄ und dort angegebene Referenzen) 3:

i

k0 − ∆ + i0+
und − 3gA

2
√

2fπ

~S ·~l Ta . (4.7)Hierbei bezei
hnet k0 die Energie des propagierenden ∆ (abzügli
h der groÿen Nukleonmas-se, d.h. modulo MN) und lµ den Viererimpuls des emittierten Pions mit Isospinindex a. Die
2×4 Spin- und Isospinmatrizen Si und Ta erfüllen die Beziehungen SiS

†
j = (2δij − iǫijkσk)/3und TaT

†
b = (2δab − iǫabcτc)/3.In Feynmangraphen symbolisieren wir die ∆(1232)-Anregung dur
h eine di
ke Linie mitPfeil.Mit diesen Hilfsmitteln lässt si
h die Energiedi
hte der einzelnen Diagramme nun syste-matis
h bere
hnen. Um dann mittels Gl. (4.1) auf die Energie pro Teil
hen zu kommen,benötigt man no
h den Ausdru
k für die Baryonendi
hte ρ(kf ). In isospin-symmetris
herKernmaterie bei der Temperatur T = 0 sind die Fermiseen von Neutronen und Protonenglei
h ho
h gefüllt und die Di
hte ergibt si
h als Funktion des Fermiimpulses zu:

ρ(kf ) = 4 ·
∫

d3~p

(2π)3
Θ(kf − |~p |) =

2k3
f

3π2
. (4.8)Der Faktor 4 resultiert aus den mögli
hen Spin- und Isospineinstellungen des Nukleons.Unsere Re
hnungen beziehen si
h auf Kernmaterie homogener Di
hte und unendli
herAusdehnung, d.h. Ober�ä
hen- und Rande�ekte werden ni
ht berü
ksi
htigt.Der konkreten Bere
hnung der Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her Kernmateriein Form der Energie pro Teil
hen steht nun ni
hts mehr im Wege. Die Ausführung derIntegrationen ist teilweise jedo
h sehr anspru
hsvoll, und ni
ht in jedem Fall errei
ht manein ges
hlossenes Ergebnis. 43Bea
hte, dass die Diagramme mit virtuellen ∆-Anregungen, die explizit über die Feynmanregeln mitdem ni
htrelativistis
hen ∆-Propagator bzw. -Vertex bere
hnet werden, dann von Anfang an ni
htrelati-vistis
h anzusetzen sind - mit den entspre
henden Formen von Gl. (4.5) und Gl. (4.6).4Ein kleiner te
hnis
her Hinweis: Wir benutzten für die Re
hnungen Mathemati
a, zumeist in der Ver-sion 5.0. Dort tau
hte u.a. folgender Fehler auf: Führt man eine Integration dur
h mit ans
hlieÿenderTransformation einer anderen Variablen, so ergab si
h häu�g ni
ht das glei
he wie in umgedrehter Vor-gehensreihenfolge. Ferner sei angemerkt, dass die Version 4.1 oft für komplizierte Integrale vernünftigereDarstellungen der Ergebnisse ausgibt als die neueren Versionen.



26 Die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her KernmaterieIm folgenden Abs
hnitt gehen wir kurz auf die bereits existenten Re
hnungen und derenErgebnisse ein und zeigen auf, wel
he Aspekte wir dabei no
h verbessern wollen.4.2 Frühere Re
hnungen bei der Temperatur T = 0In seiner Diplomarbeit (siehe [13℄, au
h [17, 16, 18℄) bere
hnete Stefan Frits
h alle Beiträ-ge mit bis zu drei S
hleifen ohne explizite ∆(1232)-Anregungen. Divergente Anteile vonS
hleifenintegralen im Zwei-Pion-Austaus
h wurden isoliert mittels eines 
ut-o�s Λ im Im-pulsraum regularisiert: Aus dem iterierten Ein-Pion-Austaus
h ergibt si
h ein Term linearin Λ, aus dem irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h ein Beitrag proportional zu Λ2 bzw. zu
ln mπ

2Λ
. Diese Terme können au
h als nullrei
hweitige NN-Kontaktwe
hselwirkung interpre-tiert werden und parametrisieren die zur Sättigung von Kernmaterie nötigen kurzrei
hwei-tigen E�ekte. 5 Dur
h die Feinjustierung des einzigen freien Parameters Λ auf Λ ≈ 646MeVdur
hläuft die Sättigungskurve ein festgesetztes Energieminimum von Ē0 = −15.26MeV(verwendeter empiris
her Wert) bei einer Sättigungsdi
hte von ρ0 ≈ 0.178 fm−3. Diesentspri
ht einem Fermiimpuls von kf,0 ≈ 272.2MeV. Die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her Kernmaterie wird demna
h gut reproduziert und au
h die Kompressibilität

κ ≈ 255MeV liegt im empiris
h ermittelten Berei
h.Die bereits na
h der Ordnung k4
f abgebro
hene 
hirale Entwi
klung (also ohne den ir-reduziblen Zwei-Pion-Austaus
h) kann den Sättigungspunkt mit einem etwas geringeren
ut-o� von Λ ≈ 611MeV ebenfalls reproduzieren. Die Beiträge der Ordnung in k5

f (ohne
∆-Resonanzen) spielen o�ensi
htli
h nur eine geringe Rolle, was auf die Konvergenz der
hiralen Entwi
klung ho�en lässt.Betra
htet man den 
hiralen Limes (bis in Ordnung k4

f), so lässt si
h der zugrunde liegendeSättigungsme
hanismus als Zusammenspiel eines attraktiven k3
f - und eines repulsiven k4

f -Terms erklären. Dass au
h im Fall masseloser Pionen Sättigungsverhalten auftritt, deutetdarauf hin, dass die explizite 
hirale Symmetriebre
hung ni
ht ents
heidend für die Bin-dung von Kernmaterie ist.Mit dem gewonnenen 
ut-o� von Λ = 646MeV wurden im glei
hen Rahmen bis eins
hlieÿ-li
h k5
f die Asymmetrieenergie, die Zustandsglei
hung von reiner Neutronenmaterie, so-wie das e�ektive Einteil
henpotential betra
htet. Der Wert der Asymmetrieenergie von

Ā0(kf,0) ≈ 33.8MeV bei Sättigungsdi
hte stimmt hervorragend mit dem empiris
hen Wertvon 33.2MeV (siehe [42℄) überein, wo aufwändige Anpassungen an Nuklidmassen dur
h-geführt wurden. Neutronenmaterie erweist si
h als ungebunden, und das e�ektive Einteil-
henpotential hat eine Tiefe von Ū(0, kf,0) ≈ −53.2MeV.5Ein ähnli
her Ansatz bis zur Ordnung k4
f �ndet si
h, wie bereits in der Einleitung erwähnt, au
h in[19, 20℄. Dort wird allerdings eine attraktive, nullrei
hweitige Kontaktwe
hselwirkung eingeführt auf derenStärke die Sättigung sehr sensitiv ist. Sowohl die Herkunft als au
h die Iteration dieser We
hselwirkungmit si
h selbst und dem Ein-Pion-Austaus
h werfen Fragen auf. Zudem ist die Tiefe des damit bere
hnetenEinteil
henpotentials für das ruhende Nukleon mit Ū(0, kf,0) ≈ −20MeV viel zu klein und die e�ektiveMasse an der Fermikante stellt si
h als negativ heraus, da Ēkin + Ū(|~p |, kf,0) ni
ht monoton mit demBetrag des Nukleonenimpulses |~p | steigt (vgl. [41℄).



4.2 Frühere Re
hnungen bei der Temperatur T = 0 27Besonders hervorzuheben ist no
hmals, dass neben der 
ut-o� Regularisierung keine zusätz-li
hen Kontaktterme benötigt wurden, um kurzrei
hweitige Prozesse jenseits der Gültigkeitder 
hiralen Entwi
klung zu parametrisieren.Es traten jedo
h au
h Probleme auf. Sowohl die Asymmetrieenergie, als au
h die Ener-gie pro Teil
hen in reiner Neutronenmaterie sind konvex und krümmen si
h für ρ >
0.2 fm−3 wieder zu kleineren Werten. Das Einteil
henpotential wird von relativistis
henDira
-Brü
kner-Re
hnungen etwas tiefer vorhergesagt und vor allem monoton mit demBetrag des Nukleonenimpulses |~p | anwa
hsend. Dies ist in den Ergebnissen für |~p | >
180MeV ni
ht der Fall. Die e�ektive Masse an der Fermikante ergibt si
h dadur
h mit
M∗N(kf,0) ≈ 3.5MN als deutli
h zu groÿ.Um diese Mängel zu beheben, wurden die beim Zwei-Pion-Austaus
h in den Zwis
henzu-ständen des Nukleons mögli
hen ∆(1232)-Anregungen explizit miteinbezogen (siehe [15℄).Sie spielen beispielsweise au
h bei niederenergetis
her Pion-Nukleon-Streuung eine groÿeRolle. Die kurzrei
hweitige Dynamik wurde jetzt dur
h Zweikörper- und Dreikörper-Kon-taktterme (proportional zu ρ bzw. ρ5/3 und ρ2) repräsentiert, wodur
h die Re
hnung neben
Λ nun drei Parameter enthält. Mit diesen lässt si
h der empiris
he Sättigungspunkt sehrgut reproduzieren. Setzt man die gewonnenen Parameterwerte in der Asymmetrieenergieund der Zustandsglei
hung von Neutronenmaterie ein, so wa
hsen diese nun erwartungsge-mäÿ monoton in der Di
hte. Au
h das e�ektive Einteil
henpotential zeigt ein realistis
hesVerhalten und führt an der Fermikante zu einer e�ektiven Masse von M∗N(kf,0) ≈ 0.88MN.Die bereits existenten Re
hnungen erweisen si
h demna
h als äuÿerst erfolgrei
h in derBes
hreibung von Kernmaterie. Trotzdem werfen sie no
h einige Unstimmigkeiten auf, dieim Folgenden beleu
htet werden:

• Trotz der Bes
hränkung auf den niederenergetis
hen Berei
h ist es ni
ht selbstver-ständli
h, dass die We
hselwirkung von Pion und Nukleon als punktförmig angesehenwerden darf.
• Mit dem 
ut-o� Λ ers
heint neben fπ und MN eine weitere groÿe Skala in der 
hira-len Entwi
klung und es muss sorgfältig untersu
ht werden, ob das Zähls
hema no
hsinnvoll ist.
• Jedes Vakuumdiagramm liefert einzeln einen Beitrag zur Energie pro Teil
hen, dervon der glei
hen Gröÿenordnung ist wie die gesamte Bindungsenergie selbst. Dassder empiris
he Sättigungspunkt so gut reproduziert werden kann, ist damit die Folgeeiner sehr sensitiven Balan
e zwis
hen groÿen attraktiven und repulsiven Beiträgen.Der 
ut-o� Λ muss sehr sorgfältig feinjustiert werden. Es wäre wüns
henswert be-tragsmäÿig kleinere Einzelbeiträge aufzuaddieren und damit die Auswertung gegengeringe S
hwankungen von Λ zu stabilisieren.
• Die Einzelbeiträge werden unters
hiedli
h behandelt, da auss
hlieÿli
h die divergen-ten Anteile von S
hleifenintegralen mit dem 
ut-o� regularisiert werden. Das Ab-



28 Die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her Kernmateries
hneiden hoher Impulskomponenten hat aber in erster Linie zum Ziel, kurzrei
h-weitige E�ekte, die auÿerhalb der Gültigkeit der betra
hteten niederenergetis
henTheorie liegen, aus derselben auszuklammern. Deshalb müssen die hohen Impuls-komponenten, die zu konvergenten S
hleifenintegralen genauso beitragen, für jedenBeitrag (egal ob konvergent oder ni
ht) ausgenommen werden.Die genannten Kritikpunkte sollen in der vorliegenden Arbeit beseitigt werden. Dazu grei-fen wir den erstgenannten Aspekt auf und führen eine πNN-Vertexfunktion ein.4.3 Die πNN-VertexfunktionJedem We
hselwirkungsvertex von Pionen und Nukleonen (wel
he au
h im angeregten
∆-Zustand sein können) wird nun zusätzli
h eine πNN-Vertexfunktion vom Typ eines Mo-nopolformfaktors zugeordnet:

FΛ(q2) =
Λ2 − m2

π

Λ2 − q2
=

1 − r2

1 − r2 q2

m2
π

. (4.9)
Λ bezei
hnet die Monopolmasse (mπ < Λ < ∞) und q den Viererimpuls des Pions. Der fürdie konkreten Re
hnungen etwas einfa
her zu handhabende und dimensionslose Parameter
r wird de�niert als r := mπ/Λ.Das Pion muss als virtuelles Teil
hen ni
ht die Energie-Impuls-Beziehung q2 = m2

π erfül-len. Die Vertexfunktion ist jedo
h so konstruiert, dass sie für ein on-shell Pion die πNN-Kopplungskonstante ni
ht verändert, d.h.
FΛ(m2

π) = 1 . (4.10)Die weiteren Eigens
haften der πNN-Vertexfunktion als Funktion von q2 kann man si
hohne Bes
hränkung der Allgemeinheit z.B. im Breitsystem (kein Energieübertrag zwis
henden Nukleonen) klar ma
hen. Dort gilt q0 = 0 und damit FΛ(~q 2) = Λ2−m2
π

Λ2+~q 2 . Der Betragdieser Funktion fällt von seinem endli
hen Startwert monoton mit wa
hsendem ~q 2 aufnull ab. Hohe Impulskomponenten werden also, wie gewüns
ht, dur
h die Vertexfunktionunterdrü
kt. In früheren Re
hnungen wurde dur
h die 
ut-o� Regularisierung eine s
harfeGrenze zwis
hen hohen und niedrigen Impulsen de�niert, was der physikalis
hen Intuitionan si
h widerspri
ht. Im Gegensatz dazu unterdrü
kt die Vertexkorrektur in einem konti-nuierli
hen Übergang die Impulskomponenten umso stärker je höher sie sind und �sieht�somit einen �ieÿenden Übergang zwis
hen kurz- und langrei
hweitigen E�ekten.Eine andere Si
htweise auf die Eigens
haften des Vertex-Formfaktors liefert eine Variationin der Monopolmasse. Physikalis
h sinnvoll ist ein Berei
h von mπ < Λ < ∞ (1 > r > 0).An dessen Grenzen ergibt si
h bei festem q2 6= Λ2 (für q2 = m2
π gilt stets FΛ(m2

π) = 1):
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• FΛ→mπ(q2) → 0: Die gesamte Piondynamik wird von der Vertexfunktion wegges
hnit-ten, d.h. eine Bes
hreibung von Kernmaterie über unseren Ansatz ist ni
ht mehrmögli
h.
• FΛ→∞(q2) → 1: Dies entspri
ht dem früheren Grenzfall einer punktförmigen We
h-selwirkung.4.4 Beiträge zur Energie pro Teil
henWir wollen nun die konkreten Formeln der einzelnen Beiträge zur Energie pro Teil
hendiskutieren, also die kinetis
he Energie und die We
hselwirkungen dur
h expliziten Pionen-austaus
h. Letztere umfassen in dieser Arbeit, wie bereits erwähnt, alle Diagramme mit biszu drei S
hleifen. Die benötigten Feynmanregeln wurden in Abs
hnitt 4.1 dargestellt. In dieWe
hselwirkung wird die πNN-Vertexfunktion, Gl. (4.9), eingearbeitet und die Abhängig-keit der einzelnen Beiträge von der Monopolmasse Λ ist von Interesse. Insbesondere stelltsi
h au
h die Frage na
h einem Verglei
h der Massenskala Λ mit der 
harakteristis
henSkala Λχ ≃ 4πfπ ≃ 1.16GeV der spontan gebro
henen 
hiralen Symmetrie. Desweiterenwird der Bezug zur Skalenunabhängigkeit der Energie und zur Renormierungsgruppe her-gestellt.Im Folgenden werden die einzelnen Beiträge zur Energie pro Teil
hen in isospin-symmetri-s
her Kernmaterie systematis
h als Funktion von Λ ausgewertet. Die Einzelbeiträge wer-den der Reihe na
h mit einem Index nummeriert und in Abhängigkeit von r = mπ/Λ und

u = kf/mπ dargestellt.Wir benutzen ferner eine Einteilung der ges
hlossenen Diagramme na
h der Anzahl der Nu-kleons
hleifen. Dabei bezei
hnen wir Feynmangraphen mit einer einzigen Nukleons
hleifeals Fo
kdiagramme und sol
he mit zwei als Hartreediagramme.Es sei no
hmals angemerkt, dass in den Feynmandiagrammen der freie Anteil des Nukleon-propagators, Gl. (4.5), dur
h eine Linie mit Pfeil, die ∆(1232)-Anregung dur
h eine di
keLinie mit Pfeil und der Medieneins
hub dur
h eine Linie mit einem doppelten Querstri
hsymbolisiert werden.S
hlieÿli
h sei no
h angefügt, dass die Ordnung r0 der darstellten Ergebnisse jeweils mitden Resultaten der früheren Re
hnungen ohne πNN-Vertexkorrektur (siehe [13, 15℄) über-einstimmen muss. Alle Formeln wurden diesbezügli
h überprüft.4.4.1 Kinetis
he EnergieIm Fermigasmodell bewegen si
h die Nukleonen we
hselwirkungsfrei in einem vorgegebe-nen Volumen. Aufgrund des Pauliprinzips dürfen si
h keine zwei Fermionen in Zustän-den mit den glei
hen Quantenzahlen be�nden, weshalb bei der Temperatur T = 0 dieVerteilungsfunktion der Nukleonen eine Stufenfunktion Θ(kf − |~p |) ist. Damit beträgt in
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hung von isospin-symmetris
her Kernmaterieisospin-symmetris
her Kernmaterie die kinetis
he Energie eines Nukleons im Mittel:
Ē0(kf ) =

4

ρ(kf)

∫ kf

0

d3p

(2π)3

(√

~p 2 + M2N − M2N)
≈

3k2
f

10MN −
3k4

f

56M3N +
k6

f

48M5N . (4.11)Der Faktor 4 in der ersten Zeile berü
ksi
htigt die Spin- und Isospinfreiheitsgrade desNukleons.Die angegebene Korrektur proportional zu k6
f beläuft si
h für kf = 262MeV nur auf etwa

3.0% des vorangehenden Terms in k4
f und ist damit praktis
h verna
hlässigbar. Da wirannehmen, dass die 
hirale Entwi
klung konvergiert, nehmen wir ja au
h die folgendenWe
hselwirkungsbeiträge, wie bereits erwähnt, nur bis in Drei-Loop-Ordnung mit. Es trittdadur
h in den folgenden Ergebnissen hö
hstens die fünfte Potenz von kleinen Energie-bzw. Impulsskalen (mπ, kf , ∆) auf, wobei diese als glei
hwertig gezählt werden.

4.4.2 Ein-Pion-Austaus
h
Abbildung 4.4: Hartree- und Fo
kdiagramm (mit zwei Medieneins
hü-ben) des Ein-Pion-Austaus
hes.

DasHartreediagramm (Abb. 4.4 links) des Ein-Pion-Austaus
hes, der einfa
hsten We
h-selwirkung zweier Nukleonen, liefert keinen Beitrag, da das Austaus
hpion aufgrund derImpulserhaltung an jedem Vertex den Viererimpuls qµ = 0 tragen muss. Für spin- und iso-spinsymmetris
he Kernmaterie mitteln si
h überdies die Spin- und Isospin-Operatoren am
πNN-Vertex zu null und die Pion-Nukleon-We
hselwirkung vers
hwindet somit. Ein ni
ht-vers
hwindender Beitrag resultiert dagegen aus dem Fo
kdiagramm (Abb. 4.4 re
hts) mitdem Symmetriefaktor 1

2
. Wie in Abs
hnitt 4.1 erklärt, muss nur das Diagramm mit zweiMedieneins
hüben bere
hnet werden. Im Anhang C wird dies ausführli
h dur
hgeführt. Es
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h folgendes Ergebnis:
Ē1(kf , r) =

3g2
Am3

π

(4πfπ)2

{

1

8u

(

1 − 3

r2
+

2

r4

)

+ arctan(2u) +
1 − 3r2

2r3
arctan(2ur)

−1 + 12u2

32u3
ln(1 + 4u2) − 2 − 3r2 + 12r2(1 − 2r2)u2

32r6u3
) ln(1 + 4u2r2)

+
m2

π

40M2N[ 1

2u
+ 9u +

3 − 4r2 + 6r2(4 − 7r2)u2

2r6u

−(5 + 12u2) arctan(2u) +
5(−3 + 5r2) + 12r2(−1 + 3r2)u2

2r5
arctan(2ur)

− 1

8u3
ln(1 + 4u2) − 3 − 4r2

8r8u3
ln(1 + 4u2r2)

]}

. (4.12)Hierbei ist wieder mπ die Pionmasse, fπ die Pionzerfallskonstante, gA die Axialvektor-Kopplungskonstante und MN die Nukleonmasse. Ferner gelten stets die De�nitionen u :=
kf/mπ und r := mπ/Λ.Der Ein-Pion-Austaus
h gehor
ht der einfa
hen �(2L− 1)-Regel� (vgl. Abs
hnitt 4.1) undliefert als Zwei-Loop-Diagramm einen Ausdru
k in k3

f (bzw. in m3
π, was aufgrund von

m3
π = k3

f/u
3 äquivalent ist).Für diesen Beitrag wurde die erste relativistis
he Korrektur proportional zu M−2N ebenfallsbere
hnet und es zeigt si
h, dass diese bereits sehr klein ist. Für eine Monopolmasse von

Λ = 1GeV und kf = 262MeV beträgt sie nur etwa −4.8% des führenden Terms. Diesre
htfertigt die ni
htrelativistis
he Behandlung der Nukleonen (den �Heavy-Baryon�-Limes)und die Bes
hränkung auf die führenden Terme der 1/MN-Entwi
klung im Folgenden.4.4.3 Iterierter Ein-Pion-Austaus
h
Abbildung 4.5: Hartree- und Fo
kdiagramme des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes mit zwei bzw. drei Medieneins
hüben.Wie in Abs
hnitt 4.1 angedeutet, besitzt der iterierte Ein-Pion-Austaus
h im Zähler desführenden ni
htrelativistis
hen Terms den groÿen Skalenfaktor MN und trägt - entgegender einfa
hen �(2L−1)-Abs
hätzung� für Drei-Loop-Graphen - bereits zur Ordnung k4

f bei.Betra
htet man zunä
hst die Diagramme mit zwei Medieneins
hüben, so kann deren Ver-teilung ni
ht anders erfolgen als in den beiden linken Graphen in Abb. 4.5. Die Diagramme,bei denen die Medieneins
hübe auf direkt bena
hbarten Propagatorstü
ken sitzen, zählen
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hung von isospin-symmetris
her Kernmateriezur Renormierung von Massen- und Kopplungskonstanten des Fo
kterms beim Ein-Pion-Austaus
h und sind dur
h die Verwendung der physikalis
hen (also der renormierten) Kon-stanten bereits berü
ksi
htigt.Für das Hartreediagramm mit zwei Medieneins
hüben (Abb. 4.5 links) mit demSymmetriefaktor 1
2
ergibt si
h: 6

Ē2(kf , r) =
3g4

AMNm4
π

5(8π)3f 4
π

{

(5 − 22r2)(1 + r) + 41r4 + 113r5 + 8r6

16r5(1 + r)u

−15(1 + r) − 82r2 + 390r3 − 157r4 + 75r5

8r3(1 + r)
u

+4
5(3 + r2) + 8(1 + r2)u2

1 − r2

(

arctan(2u) − arctan(2ur)

)

−9 − r2 + 20(7 + r2)u2

8u3(1 − r2)
ln(1 + 4u2)

+
−5 + 27r2 − 63r4 + 105r6 + 20r2(1 − 7r2 + 35r4(1 + r2)) u2

64r7(1 − r2)u3

· ln(1 + 4u2r2)

}

. (4.13)
Bei einer Entwi
klung dieser Formel in dem kleinen Parameter r = mπ/Λ fällt auf, dassdie Reihe mit einem Term in 1/r beginnt. Ohne die Regularisierung tritt hier ein lineardivergentes S
hleifenintegral auf. In [13℄ wurde letzteres dur
h den 
ut-o� regularisiert,wodur
h der in Abs
hnitt 4.2 erwähnte lineare Term in Λ entstand. Insgesamt war derBeitrag dann stark attraktiv. Dies gilt selbstverständli
h au
h für die von uns verwendeteRegularisierung über die πNN-Vertexfunktion.Das Hartreediagramm mit seinen hohen Spin-Isospin-Gewi
htungsfaktoren dominiert überdas entspre
hende Fo
kdiagramm mit zwei Medieneins
hüben (zweites von links inAbb. 4.5) mit dem Symmetriefaktor 1

2
, obwohl bei diesem glei
he Verhältnisse bezügli
h derRegularisierung herrs
hen. Au
h hier ist ohne Regularisierung ein linear divergentes S
hlei-fenintegral enthalten - allerdings nur im Verhältnis 1:4 zum Hartreediagramm aufgrundvon Spin- und Isospinfaktoren. Deshalb ist dieser Beitrag deutli
h s
hwä
her attraktiv. Die6Zur Auswertung des vierdimensionalen S
hleifenintegrals verwendet man den Residuenkalkül, soferndie nullte Komponente ni
ht dur
h die Deltafunktion eines Medieneins
hubs festgelegt ist. Für Integratio-nen über zwei Fermikugeln sind ferner die Formeln im Anhang B sehr nützli
h.
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hnung ergibt folgendes Ergebnis:
Ē3(kf , r) =

3g4
AMNm4

π

(4π)3f 4
πu3

∫ u

0

dxx(u − x)2(2u + x)

{

1 + 8x2 + 8x4

2(1 + 2x2)
arctanx

− (1 − r2)2(1 + 4x2)

2(1 + 2x2)(1 + r2(1 + 4x2))2
arctan(2x)

+x(1 − r2)

[
1

1 + r2(1 + 4x2)
+

1 + r2(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2 − 4r2

]

+

[
(1 − r2)2

4r2(1 + 2r2x2)3
+

1 + 2r4x2

2(1 + 2r2x2)2

]

[arctan(2rx) − arctan(rx)]

+(1 + 2x2) arctan(rx) − 1 + r4(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2
arctan(2rx)

+

[

1 + 2x2 − 1 + r4(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2

]

·
[

arctan
4r2x

1 − r2(1 − 4x2)
− arctan

2rx

1 + r
− arctan

2rx

1 − r

]

+
x

r
(1 − r2)

[
4r2x2(r2 − 2) + 5r2 − 9

16(1 + r2x2)2
− 1 + r2x2(1 + r2)

(1 + 2r2x2)2

+
1

1 + r2(1 + 4x2)
− 2r2

(1 + r2(1 + 4x2))2 − 4r2

]}

. 7 (4.14)In Bezug auf Divergenzen liegt der iterierte Ein-Pion-Austaus
h mit drei Medieneins
hü-ben ganz anders. Ein Aufs
hneiden der beiden re
hten Diagramme in Abb. 4.5 an denMedieneins
hüben zeigt, dass sie als We
hselwirkung von drei Nukleonen interpretiert wer-den können. Da jeder der drei Medieneins
hübe eine Stufenfunktion Θ(kf −|~p |) beinhaltet(siehe Gl. (4.5)), reduzieren si
h jetzt alle drei S
hleifenintegrationen auf Integrationen überFermikugeln und es gibt au
h ohne Regularisierung kein divergentes Integral.Das Hartreediagramm mit drei Medieneins
hüben (zweites von re
hts in Abb. 4.5)mit dem Symmetriefaktor 1 liefert folgenden repulsiven Beitrag:
Ē4(kf , r) =

9g4
AMNm4

π

(4πfπ)4u3

∫ u

0

dx x2

∫ 1

−1

dy

[

2uxy + (u2 − x2y2) ln
u + xy

u − xy

]

·
{

2
1 + r2

1 − r2

[

ln(1 + r2s2) − ln(1 + s2)

]

+
s2

3(1 + s2)(1 + r2s2)3

[

6(1 + r2)

+3(1 + r2)(1 + 5r2)s2 + r2(3 + 25r2 + 7r4 + r6)s4

+r4(1 + 10r2 + r4)s6

]}

, (4.15)wobei die De�nition s := xy +
√

u2 − x2 + x2y2 eingesetzt wird.7Die letzten Terme, die keinen arctan enthalten, können no
h weiter integriert werden. Da das Ergebnisdadur
h aber stark in die Länge wä
hst, wurde an dieser Stelle darauf verzi
htet.
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hung von isospin-symmetris
her KernmaterieFür das entspre
hende, attrraktive Fo
kdiagrammmit drei Medieneins
hüben (Abb. 4.5re
hts) mit dem Symmetriefaktor 1 erhält man: 8
Ē5(kf , r) =

9g4
AMNm4

π

(4πfπ)4u3

∫ u

0

dx

{

G2
r

8
− x2

4

∫ 1

−1

dy

∫ 1

−1

dz
yzΘ(y2 + z2 − 1)

|yz|
√

y2 + z2 − 1

[
(1 − r2)s2

1 + r2s2
− ln(1 + s2)

+ ln(1 + r2s2)

]

·
[
(1 − r2)t2

1 + r2t2
− ln(1 + t2) + ln(1 + r2t2)

]}

, (4.16)wobei 9
Gr(x, u) := u

1 − r2

r2
+

1

4x
[1 + (u + x)2][1 + (u − x)2]

(

ln
1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2

− ln
1 + (u + x)2

1 + (u − x)2

)

− (1 − r2)2

4r4x
ln

1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2
. (4.17)Aufgrund von Spin- und Isospinfaktoren ergibt das Fo
kdiagramm betragsmäÿig au
h hierwieder kleinere Werte als das Hartreediagramm.Diagramme mit vier Medieneins
hüben ergeben rein imaginäre Beiträge und heben si
hgegen die Imaginärteile der Diagramme mit zwei und drei Medieneins
hüben weg. Überdie Unitarität sind die Imaginärteile mit der Streuung von Nukleonen auf der Massen-s
hale verbunden, wofür aber aufgrund von Energieerhaltung und Pauliprinzip im Mediumkein Phasenraum existiert. Dadur
h ist si
hergestellt, dass die Energie pro Teil
hen reell ist.4.4.4 Irreduzibler Zwei-Pion-Austaus
h mitbis zu zwei virtuellen ∆(1232)-AnregungenHier tau
hen zum ersten Mal Diagramme mit expliziten ∆-Anregungen im Zähls
hemaauf. Wir klassi�zieren im Folgenden die Vielfalt der zum irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hgehörigen Drei-Loop-Diagramme, vgl. Abb. 4.6-4.8, na
h der Anzahl der ∆-Propagatoren.Betra
hten wir zunä
hst die Diagramme ohne explizite ∆-Anregungen.Die Hartreediagramme tragen in isospin-symmetris
her Kernmaterie ni
ht zur Energie pro8Um die dy dz-Integragation im Ergebnis numeris
h auszuwerten, ist es zunä
hst sinnvoll den Integran-den so umzus
hreiben, dass der Integrationsberei
h für beide Variablen von 0 bis 1 rei
ht. Ans
hlieÿendhilft die Transformation z →

√

1 + y2(ζ2 − 1) zur Elimination der Stufenfunktion Θ(y2 + z2 − 1) weiter.9Es wurde stets auf eine mögli
hst analoge Darstellung zu dem entspre
henden Ergebnis ohne Vertex-funktion (vgl. [13℄) Wert gelegt. In diesem Fall gilt: limr→0 Gr(x, u) = Gohne V ertexfunktion(x, u).
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Abbildung 4.6: Fo
k-Zweikörperterme des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes ohne ∆ (Symmetriefaktoren: 1

4
, 1, 1

4
, 1

2
) - die entspre
hendenHartreediagramme vers
hwinden.

Abbildung 4.7: Fo
k-Zweikörperterme des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit einem ∆.
Abbildung 4.8: Fo
k-Zweikörperterme des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit zwei ∆.Teil
hen bei: Die zu den beiden re
hten Fo
kdiagrammen in Abb. 4.6 gehörenden Har-treediagramme heben si
h gegeneinander auf und die den links in Abb. 4.6 dargestelltenFo
kdiagrammen entspre
henden Hartreediagramme vers
hwinden mit ihren Isospin- oderSpinspuren. Man kann dies au
h daran sehen, dass na
h dem Bilden der Spin- und Iso-spinspur über die T-Matrix der Nukleon-Nukleon (NN)-Streuung nur die isoskalare, zen-trale NN-Amplitude VC(0) übrig bleibt. Diese Amplitude beinhaltet in führender Ordnungkeinen Beitrag vom irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h ohne explizite ∆-Anregungen (vgl.[35℄).Untersu
ht man die Fo
kdiagramme in Abb. 4.6, so fällt auf, dass das zweite Diagramm vonre
hts bereits beim iterierten Ein-Pion-Austaus
h auftau
ht. Dessen Anteile müssen sorg-fältig von denen des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes getrennt werden. Bes
hränkt mansi
h auf die führenden Terme einer 1/MN Entwi
klung, so fällt dem iterierten Ein-Pion-Austaus
h der im strengen �Heavy-Baryon�-Limes (MN → ∞) divergente Term proportio-nal zu MN zu und dem irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h der nä
hste Term proportionalzu M0N (siehe [35℄).Es sei no
h angemerkt, dass die Diagramme ohne ∆-Anregung mit drei bzw. vier Me-dieneins
hüben (We
hselwirkung von drei bzw. vier Nukleonen) bereits zu den relativi-stis
hen Korrekturen zählen, d.h. in führender Ordnung proportional zu 1/MN sind. 10 Imbetra
hteten ni
htrelativistis
hen Limes sollten diese Diagramme verna
hlässigbar sein und10Das zweite Diagramm von re
hts in Abb. 4.6 beinhaltet bei drei Medieneins
hüben au
h einen Beitragproportional zu MN. Dieser ist aber wiederum dem iterierten Ein-Pion-Austaus
h zuzuordnen und wurdedort au
h einbezogen.
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hung von isospin-symmetris
her Kernmateriewerden hier ni
ht betra
htet. Sie würden auÿerdem Beiträge in k6
f liefern. Für diese Ord-nung müssten dann notwendigerweise au
h Vier-Loop-Diagramme bere
hnet werden. DieAnzahl der zu berü
ksi
htigenden Feynmangraphen würde dadur
h extrem anwa
hsen, undauf die Komplexität ihrer Bere
hnung wurde bereits hingewiesen.Bei den Diagrammenmit einer virtuellen ∆-Anregung tragen die in Abb. 4.7 gezeigtenFo
kdiagramme bei. Das dem linken Graphen entspre
hende Hartreediagramm vers
hwin-det mit seiner Spinspur, die zu den beiden anderen Fo
kgraphen gehörigen Hartreedia-gramme (hier ni
ht extra dargestellt) heben si
h nun jedo
h ni
ht auf, sondern liefern zweiglei
h groÿe, ni
ht-vers
hwindende Beiträge.Neben den Diagrammen mit zwei Medieneins
hüben in Abb. 4.7 tragen au
h die hier ni
htdargestellten Graphen mit drei Medieneins
hüben zur glei
hen Ordnung bei. Wir bere
hnenden irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h jedo
h ni
ht wie bisher mittels expliziter Auswer-tung der ges
hlossenen Diagramme dur
h die Feynmanregeln, sondern ziehen die Disper-sionsrelation für die Nukleon-Nukleon Streumatrix T heran. Die Dreikörperterme werdendamit ni
ht erfasst und müssen gesondert bere
hnet werden, was im nä
hsten Abs
hnittna
hgeholt wird.In Abb. 4.8 sind s
hlieÿli
h die ni
ht-vers
hwindenden Fo
kgraphen mit zwei virtuellen

∆-Anregungen gezeigt. Die zugehörigen Hartreediagramme (ni
ht dargestellt) liefern, wieim Fall von einer ∆-Anregung, zwei glei
h groÿe Beiträge. Da hier nur zwei Medieneins
hü-be mögli
h sind, können alle Beiträge mit zwei virtuellen ∆-Anregungen in der Nukleon-Nukleon T-Matrix erfasst werden. Die Details der Bere
hnung mit Hilfe der Dispersionsrela-tion, die wir in zweifa
h subtrahierter Form verwenden, verdient eine separate Betra
htung.Wir verweisen deshalb auf Abs
hnitt 4.6 und geben hier nur das Ergebnis an:
Ē6(kf , Λ) =

1

8π3

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ Im(VC + 3WC + 2µ2VT + 6µ2WT )

{

3µkf −
4k3

f

3µ

+
8k5

f

5µ3
− µ3

2kf
− 4µ2 arctan

2kf

µ
+

µ3

8k3
f

(12k2
f + µ2) ln

(

1 +
4k2

f

µ2

)}

.(4.18)Diese Formel umfasst alle in Abb. 4.6-4.8 dargestellten Vakuumgraphen. Sie bes
hreibt,wenn au
h in dieser Darstellung ni
ht ganz o�ensi
htli
h, einen Beitrag in k5
f , was der�(2L− 1)-Regel� (vgl. Abs
hnitt 4.1) gehor
ht.4.4.5 Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hes miteiner virtuellen ∆(1232)-AnregungAn dieser Stelle wird, wie im letzten Abs
hnitt angekündigt, die Bere
hnung der Diagram-me mit einer ∆-Anregung und drei Medieneins
hüben na
hgeholt. Die Zwis
henzustän-de der We
hselwirkung zweier Nukleonen sind nun dur
h einen weiteren Medieneins
hubPauli-geblo
kt. Dies ist glei
hbedeutend mit der We
hselwirkung dreier Nukleonen. Dur
h
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Abbildung 4.9: Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hes mit einemexpliziten ∆, Symmetriefaktor stets glei
h 1.die T-Matrix der Streuung von zwei Nukleonen (im Vakuum) konnten sie o�ensi
htli
hni
ht erfasst werden und ihre Bere
hnung erfolgt wieder explizit über die Feynmanregeln.Im Gegensatz zu den Drei- bzw. Vierkörperdiagrammen ohne ∆, die erst zu den relati-vistis
hen Korrekturen beitragen, zählen sie bereits zu der führenden ni
htrelativistis
henOrdnung aufgrund der kleinen Skala ∆, die statt der Nukleonmasse MN im Nenner desPropagators auftritt. Zusammen mit dem Faktor k6

f im Zähler tragen sie dann insgesamtin fünfter Potenz einer kleinen Skala, nämli
h mit k6
f/∆, bei.Das beitragende, repulsive Hartreediagramm (Abb. 4.9 links) lässt si
h vollständig inte-grieren und ergibt:

Ē7(kf , r) =
g4

Am6
π

∆(2πfπ)4

{

4r2u2 + (−1 + 2r2 + 15r4)u4

4r2(1 + 4r2u2)

+
1 + 3(3 + r2)u2

4(1 − r2)
[ln(1 + 4u2r2) − ln(1 + 4u2)]

+
1 − 15r2 − 45r4 − 5r6

8r3(1 − r2)
u3 arctan(2ur) +

5 + 3r2

1 − r2
u3 arctan(2u)

}

.(4.19)Das gekreuzte Fo
kdiagramm (Abb. 4.9 Mitte) liefert den attraktiven Term:
Ē8(kf , r) = − 3g4

Am6
π

4∆(4πfπ)4u3

∫ u

0

dx [2G2
S,r(x, u) + G2

T,r(x, u)] . (4.20)
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hung von isospin-symmetris
her KernmaterieDabei werden folgende De�nitionen verwendet: 11
GS, r(x, u) = 4x

(

arctan(u + x) + arctan(u − x)

)

+ (x2 − u2 − 1) ln
1 + (u + x)2

1 + (u − x)2

+2x
1 − 3r2

r3

(

arctan[r(u + x)] + arctan[r(u − x)]

)

+
−1 + 2r2 + r4(u2 − x2)

r4
ln

1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2
, (4.21)

GT, r(x, u) =
1

8x2
[1 + (u + x)2] [1 + (u − x)2] [1 + u2 − x2] ln

1 + (u + x)2

1 + (u − x)2

+
(1 − r2)

2r4

u

x
[r2(1 − u2 + x2) − 2]

+
1

8r6x2
[2 + r2(−3 + 3u2 + x2) − 2r4(3u2 + x2) + r6(−u6 + x4 + x6

+3u4(−1 + x2) + u2x2(2 − 3x2))] ln
1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2
. (4.22)In isospin-symmetris
her Kernmaterie trägt das ungekreuzte Fo
kdiagramm (Abb. 4.9re
hts) aufgrund seiner vers
hwindenden Isospinspur ni
ht bei.4.5 AuswertungNun wollen wir die im vorigen Abs
hnitt gezeigten Formeln verans
hauli
hen. Dazu mussman si
h in der numeris
hen Auswertung auf ausgewählte Werte des Parameters Λ be-s
hränken. Um die Piondynamik zu erfassen, aber au
h um zu hohe Impulse auÿerhalbder Gültigkeit der 
hiralen Störungstheorie auszus
hlieÿen, ist der Berei
h 700MeV< Λ <

2GeV si
herli
h bereits ausrei
hend (vgl. Abs
hnitt 4.3). In dieser Arbeit wurde denno
hdas zum Zwe
k systematis
her Studien gröÿere Intervall 450MeV≤ Λ ≤ 2.7GeV gewählt.Dies ist äquivalent zu einem Berei
h 0.3 ≥ r ≥ 0.05 für den Parameter r, in wel
hemdie Re
hnungen dur
hgeführt wurden. Abgetastet wurden dabei insgesamt 51 vers
hiedeneWerte im Abstand von ∆r = 0.005.Ebenso wird die Nukleonendi
hte ρ zur numeris
hen Auswertung diskretisiert - mit 100Werten zwis
hen 0.005 fm−3 ≤ ρ ≤ 0.5 fm−3, also im Abstand von ∆ρ = 0.005 fm−3.Einen Überbli
k über den Ein�uss der πNN-Vertexfunktion gewinnt man in den Abb. 4.10-4.15, wo die Energie pro Teil
hen der Einzelbeiträge für vers
hiedene Werte von Λ (bzw.äquivalent von r) gegen die Di
hte aufgetragen ist.11Au
h hier wurde wieder auf eine zum Ergebnis ohne πNN-Vertexkorrektur (siehe [15℄) ähnli
he Dar-stellung gea
htet und es gilt: limr→0 GI, r(x, u) = GI, ohne V ertexfunktion(x, u) mit I ∈ {S, T }.
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Abbildung 4.10: Kinetis
he Energie alsFunktion der Nukleonendi
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Abbildung 4.11: Energie pro Teil
hendes Ein-Pion-Austaus
h, aufgetragen ge-gen die Di
hte für mehrere Werte von Λ.Die Probleme der früheren Bere
hnungen (vgl. Abs
hnitt 4.2) sind dur
h die Einführungder πNN-Vertexfunktion weitgehend behoben. Aus allen Beiträgen werden nun die glei-
hen, hohen Impulskomponenten ausge�ltert. Je niedriger die Monopolmasse (die ja imWesentli
hen die Funktion eines �kontinuierli
hen� 
ut-o�s übernimmt), desto kleiner derzugängli
he Phasenraum für die We
hselwirkung der Nukleonen und damit die Beträge derEinzelbeiträge. Exemplaris
h ergeben si
h für den Ein-Pion-Austaus
h folgende Werte fürdie Energie pro Teil
hen bei kf = 262MeV:
Λ Ē1(kf = 262MeV, Λ)

2.7GeV 15.5MeV
1.35GeV 14.2MeV
900MeV 12.4MeV
675MeV 10.5MeV
540MeV 8.6MeV .Wie ents
heidend die Gröÿe von Λ ist, wird au
h in den Diagrammen 4.10-4.15 deutli
h.Der Fo
kbeitrag mit zwei Medieneins
hüben in Abb. 4.12 ändert bei höheren Di
hten für

Λ < 900MeV sogar sein Vorzei
hen. Es sei no
h angemerkt, dass man in den Diagrammenzum iterierten Ein-Pion-Austaus
h mit zwei Medieneins
hüben (Abb. 4.12) deutli
h denEin�uss der linearen Divergenz bemerkt, die im Grenzfall Λ → ∞ (unregularisiert) alleanderen Beiträge dominiert. Beim irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h tritt ein eigentli
hquadratis
h divergenter Beitrag jedo
h ni
ht zu Tage, da hier die zweifa
he Subtraktion inder Dispersionsrelation allein s
hon für Konvergenz sorgt (vgl. Abs
hnitt 4.6).Abb. 4.16 zeigt s
hlieÿli
h die Abhängigkeit der gesamten Energie pro Teil
hen Ē(kf , Λ)von der Monopolmasse. Die Λ-Abhängigkeiten der Einzelbeiträge summieren si
h zu einer
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Abbildung 4.12: Energie pro Teil
hen des Hartree- (links) und des Fo
kbeitrags (re
hts)des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes mit zwei Medieneins
hüben in Abhängigkeit von derDi
hte für mehrere Werte von Λ.
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Abbildung 4.13: Hartree- (links) und Fo
kbeitrag (re
hts) des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes mit drei Medieneins
hüben: Für mehrere Werte von Λ ist die Energie proTeil
hen gegen die Di
hte dargestellt.starken Abhängigkeit der Gesamtenergie auf, wie folgende Tabelle verdeutli
ht:
Λ Ēges(kf = 262MeV, Λ)

2.7GeV −200.9MeV
1.35GeV −38.2MeV
900MeV 5.9MeV
675MeV 21.3MeV
540MeV 26.6MeV .Es stellt si
h dabei heraus, dass etwa für Λ > 900MeV Sättigung mögli
h ist.Um die empiris
hen Werte für Kernmaterie (vgl. Abs
hnitt 2.1) mögli
hst gut zu repro-duzieren, legen wir den einzigen freien Parameter Λ (bzw. äquivalent r) so fest, dass die
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hes zur Energie pro Teil
hen in Abhängigkeit von derDi
hte für vers
hiedene Werte von Λ.Energie pro Teil
hen bei dem Fermiimpuls kf,0 = 262MeV, was einer Sättigungsdi
hte von

ρ0 ≈ 0.158 fm−3 entspri
ht, ein Minimum besitzt. 12
dĒges(kf , Λ0)

dk

∣
∣
∣
∣
kf→ 262MeV !

= 0 . 13 (4.23)Diese Forderung legt den freien Parameter eindeutig fest zu
Λ0 ≈ 1.15GeV ⇔ r0 ≈ 0.118 . (4.24)Au�ällig ist, wie nahe dieser Wert der Monopolmasse bei Λχ ≃ 4πfπ ≈ 1.16GeV, demWert der 
harakteristis
hen Skala der 
hiralen Störungstheorie, liegt.Die Energie pro Teil
hen beläuft si
h für Λ0 bei der Sättigungsdi
hte auf

Ēges(kf,0, Λ0) ≈ −16.8MeV , (4.25)was sehr gut mit dem empiris
hen Wert von (−16 ± 1)MeV (vgl. Abs
hnitt 2.1) überein-stimmt. Der Wert setzt si
h dabei wie folgt aus den Einzelbeiträgen zusammen:
Ēges(kf,0, Λ0) ≈ (21.64 + 13.63 − 72.86 − 6.41 + 19.06 − 1.46 + 4.63 + 7.72 − 2.67)MeV .kin. 1π H2 F2 H3 F3 irr.2π 3N-H 3N-F12In den früheren Re
hnungen, siehe [13℄, wurde im Gegensatz dazu der Parameter auf die Tiefe desMinimums �xiert und dann die zugehörige Sättigungsdi
hte mit dem erhaltenen Wert von Λ ermittelt.13Die Bedingung (4.23) legt zunä
hst nur einen Extremalpunkt fest. Dass es si
h um ein Minimumhandelt, wird dur
h einen positiven Wert der Kompressibilität bestätigt.
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Abbildung 4.15: Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit zwei Medienein-s
hüben (links) und der Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hes (re
hts) zur Energiepro Teil
hen aufgetragen gegen die Di
hte für mehrere Werte von Λ.Der attraktive Anteil wird hauptsä
hli
h vom Hartreediagramm des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes mit zwei Medieneins
hüben beigetragen.Der Wert der Kompressibilität von
κ(kf,0, Λ0) ≈ 292MeV (4.26)ist dur
haus akzeptabel, da der empiris
he Wert von κ = (220± 50)MeV (siehe Abs
hnitt2.1) selbst mit groÿen Unsi
herheiten behaftet ist und kontroverse Diskussionen darüberandauern. Dur
h den positiven Wert ist ein Minimum der Sättigungskurve si
hergestelltund in Abb. 4.17 ist diese zu sehen. Dass der Sättigungspunkt dur
h die bisherigen Re
h-nungen so gut reproduziert werden kann, ist insofern erstaunli
h, als keine zusätzli
henKontaktterme eingefügt wurden. Dieser Gesi
htspunkt wird in Abs
hnitt 4.6 näher unter-su
ht.Zunä
hst wollen wir die Gesamtenergie pro Teil
hen am Sättigungspunkt no
h in ihre
hiralen Ordnungen zerlegen: Der kinetis
he Term beinhaltet die Ordnungen k2

f , k4
f (undverna
hlässigbar k6

f). Der Ein-Pion-Austaus
h ist ein Beitrag in k3
f , der iterierte Ein-Pion-Austaus
h zeigt die Ordnung k4

f und der Zwei-Pion-Austaus
h liefert einen Beitrag in derfünften Potenz einer kleinen Skala (der irreduzible Teil in k5
f , die Dreikörperterme in k6

f/∆).Damit:
Ēges(kf,0, Λ0) ≈ (21.93 + 13.63 − 61.97 + 9.69)MeV .

k2
f k3

f k4
f k5

fDer Betrag der fünften Ordnung beläuft si
h nur no
h auf etwa 15.6% der vierten Ordnung,was auf eine Konvergenz der 
hiralen Entwi
klung hindeutet. 14 Die geringe Rolle der fünf-14Bea
hte, dass die 
hirale Entwi
klung mindestens ein Polynom vierter Ordnung in kf sein muss, umeinen vernünftigen Verlauf der Sättigungskurve mit Minimum zu reproduzieren.
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Abbildung 4.16: Gesamtenergie pro Teil
hen.ten Ordnung, also des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes, demonstriert ferner, dass deriterierte Ein-Pion-Austaus
h (wie bereits in den Re
hnungen ohne πNN-Vertexfunktion,siehe [13, 15℄) für den Sättigungsme
hanismus ents
heidend ist. Dies lässt si
h weiter ver-deutli
hen, indem man die Auswertung wiederholt, aber ohne den gesamten Zwei-Pion-Austaus
h (d.h. ohne alle Zwei- und Dreikörperterme aus Gl. (4.18)-Gl. (4.20)). Es ergibtsi
h:
Λohne ges.2π ≈ 906MeV (⇔ rohne ges.2π ≈ 0.149) →

{
Ē(kf,0, Λohne ges.2π) ≈ −2.89MeV
κ(kf,0, Λohne ges.2π) ≈ 51.7MeV .Die Monopolmasse ist, wie erwartet, sehr stark reduziert: Wenn der Zwei-Pion-Austaus
hwegfallen soll, muss der Übergang von niedrigen zu hohen Impulsen bereits bei deutli
hkleinerenWerten gesetzt werden. Die attraktiven Anteile sind jetzt zu s
hwa
h, um die Tiefedes empiris
hen Sättigungspunktes zu reproduzieren. Dies erstaunt auf den ersten Bli
k,da si
h in Abb. 4.15 deutli
h zeigt, dass der Zwei-Pion-Austaus
h für jedes betra
htete Λrepulsiven Charakter hat. Dieser repulsive Anteil ist nun ausgenommen und man könnteeher zuviel Attraktion erwarten. Allerdings ist zu bedenken, dass die anderen Einzelbeiträgeebenfalls stark von Λ abhängen. Gerade der iterierte Ein-Pion-Austaus
h, insbesondere derHartreebeitrag mit zwei Medieneins
hüben, liefert für ein kleineres Λ weniger Attraktion.Dies dominiert den Wegfall des repulsiven Zwei-Pion-Anteils sogar. Die aufges
hlüsselteZusammensetzung von Ē(kf,0, Λohne ges.2π) gibt quantitative Auskunft:

Ēohne ges.2π(kf,0, Λohne ges.2π) ≈ (21.64 + 12.48 − 48.69 − 3.01 + 15.96 − 1.24)MeV .kin. 1π H2 F2 H3 F3Obwohl der empiris
he Sättigungspunkt quantitativ ni
ht mehr getro�en wird, funktioniertder Sättigungsme
hanismus vor allem dur
h den iterierten Ein-Pion-Austaus
h aber immer
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Abbildung 4.17: Sättigungskurven für vers
hiedene Ausgangspunkte(bezügli
h der Einzelbeiträge, die in der Auswertung mitgenommenenwurden).no
h, und es zeigt si
h do
h zumindest qualitativ eine Sättigungskurve (vgl. Abb. 4.17).S
hlieÿli
h wollen wir no
h einen kurzen Verglei
h mit den Vlow k-Ergebnissen anstellen, woSättigung nur unter Einbeziehung von Dreikörperkräften mögli
h ist (vgl. Kap. 3).Lassen wir dazu zunä
hst die Dreikörperkräfte des Zwei-Pion-Austaus
hes (Gl. (4.19) und(4.20)) in unserer ansonsten identis
hen Auswertung weg, so ergeben si
h die Werte:
Λohne 3N−2π ≈ 1.02GeV (⇔ rohne 3N−2π ≈ 0.132) →

{
Ē(kf,0, Λohne 3N−2π) ≈ −9.45MeV
κ(kf,0, Λohne 3N−2π) ≈ 167MeV ,wobei si
h der Wert der Gesamtenergie pro Teil
hen am Sättigungspunkt aus folgendenEinzelbeiträgen zusammensetzt:

Ēohne 3N−2π(kf,0, Λohne 3N−2π) ≈ (21.64 + 13.12 − 60.27 − 4.54 + 17.64 − 1.36 + 4.37)MeV .kin. 1π H2 F2 H3 F3 irr.2πDemna
h kann die Sättigung au
h ohne die Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hesimmer no
h erklärt werden (vgl. Abb. 4.17), wenn au
h die Tiefe des Minimums ni
ht mehrausrei
hend ist.S
hlieÿen wir zusätzli
h au
h no
h die Dreikörperterme des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes



4.6 Der irreduzible Zwei-Pion-Austaus
h und Kontaktterme 45(Hartree- und Fo
kbeitrag mit drei Medieneins
hüben, Gl. (4.15) und (4.16)) aus der Aus-wertung aus, so ergibt si
h:
Λohne 3N ≈ 774 MeV (⇔ rohne 3N ≈ 0.174) →

{
Ē(kf,0, Λohne 3N) ≈ −0.624MeV
κ(kf,0, Λohne 3N) ≈ 72.4MeV .Die Einzelbeiträge liefern folgende Werte zur Sättigungsenergie pro Teil
hen:

Ēohne 3N(kf,0, Λohne 3N) ≈ (21.64 + 11.49 − 35.84 − 1.58 + 3.68)MeV .kin. 1π H2 F2 irr.2πEs kann jetzt kaum no
h von Sättigungsverhalten der Zustandsglei
hung gespro
hen wer-den.Demna
h spielen die Dreikörperterme insgesamt eine wesentli
he Rolle zur Erklärung derBindung von Kernmaterie. Sobald au
h diejenigen des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes ver-na
hlässigt werden, ist kaum no
h Sättigung mögli
h, wie si
h an der zugehörigen Energie-Di
hte-Kurve in Abb. 4.17 sehr gut ablesen lässt. Dies ist in guter Übereinstimmung mitden Vlow k-Ergebnissen. Es muss jedo
h betont werden, dass der dur
hgeführte Verglei
hseine Grenzen hat. Während wir die einzelnen We
hselwirkungen alle explizit und aus-s
hlieÿli
h über Pionenaustaus
h bere
hnen, wird im Vlow k-Ansatz ein phänomenologis
hesNukleon-Nukleon-Potential mit Hartree-Fo
k Methoden auf das Vielteil
henproblem über-tragen. Der iterierte Ein-Pion-Austaus
h, der bei uns eine groÿe Rolle spielt, kommt dortin führender Ordnung gar ni
ht vor. Ein Ansatzpunkt für weitere Diskussionen in dieserRi
htung könnte es sein, zu untersu
hen, wie si
h die von uns systematis
h bere
hnetenEinzelbeiträge des Pionenaustaus
hes in den Vlow k-Ansatz übersetzen. Dadur
h lieÿen si
hno
h genauere Aussagen über eine Korrespondenz der beiden Ansätze feststellen. Deswei-teren sei no
h darauf hingewiesen, dass die Dreikörperterme in den von uns betra
htetenDiagrammen genauso gut als Zweikörperwe
hselwirkung mit Pauli-geblo
kten Zwis
hen-zuständen klassi�ziert werden könnten.4.6 Der irreduzible Zwei-Pion-Austaus
h und Kontakt-termeBei der Auswertung der Gesamtenergie von isospin-symmetris
her Kernmaterie unter Be-rü
ksi
htigung aller Einzelbeiträge (vgl. Abs
hnitt 4.5), konnten wir den empiris
hen Sät-tigungspunkt sehr gut reproduzieren und zwar mit nur einem freien Parameter. Es musstenkeine zusätzli
hen Kontaktterme eingeführt werden, um den Ein�uss kurzrei
hweitiger Ef-fekte auf die Sättigung zu kompensieren bzw. zu parametrisieren. Gerade dur
h die Metho-de, die zur Bere
hnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes herangezogen wird, würdeman letzteres sogar eher erwarten. Dieser Aspekt soll im Folgenden genau untersu
ht wer-den, wozu wir zunä
hst die Bere
hnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes skizzieren.



46 Die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her Kernmaterie4.6.1 Der irreduzible Zwei-Pion-Austaus
hDen Ausgangspunkt der Herleitung bildet die T-Matrix elastis
her Nukleon-Nukleon Streu-ung (ohne Coulombkräfte). Im S
hwerpunktsystem der beiden Nukleonen hat sie für denProzess N(~p) + N(−~p) → N(~p ′) + N(−~p ′) folgende, allgemeine Form (q0 = 0, ~q = ~p ′ − ~p):
T = VC + ~τ1 · ~τ2 WC + [VS + ~τ1 · ~τ2 WS]~σ1 · ~σ2 + [VT + ~τ1 · ~τ2 WT ]~σ1 · ~q ~σ2 · ~q

+[VSO + ~τ1 · ~τ2 WSO] i (~σ1 + ~σ2) · (~q × ~p)

+[VQ + ~τ1 · ~τ2 WQ]~σ1 · (~q × ~p) ~σ2 · (~q × ~p) . (4.27)Die zehn, i.A. komplexen Funktionen VC , ..., WQ hängen vom Betrag des Impulses p := |~p| =
|~p ′| und dem Betrag des Impulsübertrags q := |~q | = |~p ′−~p | ≤ 2p ab. (Wir bezei
hnen hieralso mit p ni
ht einen Vierervektor sondern den Betrag eines räumli
hen, dreikomponen-tigen Vektors.) Die Indizes bezei
hnen die Zentral-, Spin-Spin-, Tensor-, Spin-Bahn- undquadratis
hen Spin-Bahn-Komponenten, die jeweils in isoskalarer (V ) und isovektorieller(W ) Form vorkommen.In führender ni
htrelativistis
her Näherung gibt es keine Spin-Bahn- und keine quadrati-s
hen Spin-Bahn-Komponenten. Die verbleibenden Zwei-Pion-Austaus
hamplituden sindreell und hängen nur vom Impulsübertrag q = |~q | ab. Diese Amplituden wurden füralle Diagramme des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit bis zu zwei virtuellen ∆-Anregungen in [40℄ (siehe au
h [35℄) gere
hnet, von uns no
hmals bestätigt und sind imAnhang D aufgeführt.Die Nukleon-Nukleon Streumatrix lässt si
h au
h allgemein in Form einer Dispersionsrela-tion darstellen (Allgemeines hierzu z.B. im Anhang von [38℄):

ReT (t) =
1

π

∫ ∞

4m2
π

dt′
Im T (t′)

t′ − t
, (4.28)wobei das Impulsübertragsquadrat q2 = ~q 2 =: −t auf die komplexe Ebene ausgedehntist. Der Prozess NN̄ → ππ de�niert den Beginn des Verzweigungss
hnittes auf der reellenA
hse - die Integration über t′ läuft damit von 4m2

π bis ∞.Setzt man t′ = µ2 und bes
hränkt si
h wieder auf den physikalis
hen Berei
h mit raumar-tigen t, d.h. q2 = |~q |2 = −t > 0, so erhält man für das reelle T (q):
T (q) =

2

π

∫ ∞

2mπ

dµ
µ

µ2 + q2
Im T (iµ) . 15 (4.29)Die Spektralfunktion Im T (iµ) der Zwei-Pion-Austaus
hdiagramme wä
hst stark an. Hö-here Impulse jenseits der Gültigkeit der betra
hteten niederenergetis
hen Theorie wür-den enorm beitragen. Um diese kurzrei
hweitigen E�ekte herauszunehmen, d.h. um die15Wie in Gl. (4.28) muss das Argument der Spektralfunktion weiter am Pol des Nenners t′ − t liegen.Dieser Nenner hat nun die Form µ2 + q2. Deshalb muss das Argument der Spektralfunktion iµ lauten undni
ht µ, wie man es dur
h die Transformation t′ = µ2 auf den ersten Bli
k viellei
ht erwarten würde.
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h und Kontaktterme 47ultraviolett-divergenten Pion-S
hleifendiagramme zu regularisieren, we
hselt man auf einezweifa
h subtrahierte Version. 16 Mit
µ

µ2 + q2
=

1

µ
− q2

µ3
+

q4

µ3(µ2 + q2)
(4.30)

→֒ T (0) →֒ q2

2
T ′′(0)lässt si
h Gl. (4.29) s
hreiben als

T (q) = T (0) +
q2

2
T ′′(0) +

2

π

∫ ∞

2mπ

dµ
q4

µ3(µ2 + q2)
Im T (iµ) , (4.31)wobei T ′′(0) = ∂2T (q)

∂q2 |q→0 .Über die spin- und isospinkontrahierte Streumatrix lässt si
h nun die Energie pro Teil
henim Grundzustand von Kernmaterie gewinnen, indem man die Impulse ~p1 und ~p2 (mit
q = |~p1 − ~p2|) über Fermikugeln integriert:

Ēirr. 2π(kf) =
1

ρ

∫

|~p1/2|<kf

d3~p1 d3~p2

(2π)6
T (|~p1 − ~p2|) . (4.32)Setzt man hier Gl. (4.31) ein, so erhält man dur
h Integration von T (0) bzw. von q2

2
T ′′(0)Terme, die proportional zu ρ bzw. zu ρ5/3 sind (äquivalent zu k3

f bzw. zu k5
f). Diese bei-den Summanden bes
hreiben im Wesentli
hen die kurzrei
hweitigen E�ekte in der Ener-gie pro Teil
hen. Um diese zu kompensieren führt man zusätzli
he Subtraktionsterme ein(ebenfalls proportional zu k3

f bzw. zu k5
f). Dadur
h könnte man die aus T (0) und q2

2
T ′′(0)resultierenden Terme im Prinzip vollständig eliminieren. Es ist jedo
h dur
haus ni
ht klar,dass diese alle kurzrei
hweitigen E�ekte umfassen und ihre Kompensation den Ein�ussder hohen Impulse auf den Niederenergieberei
h ri
htig parametrisiert. Vielmehr erwartetman normalerweise, dass dazu no
h NN-Kontaktterme übrig bleiben müssten. Dann lautetGl. (4.32) allgemein (mit q = |~p1 − ~p2|):

Ēirr.2π(kf) = B̄3

k3
f

M2N + B̄5

k5
f

M4N +
2

ρ π

∫

|~p1/2|<kf

d3~p1 d3~p2

(2π)6

∫ ∞

2mπ

dµ
q4

µ3(µ2 + q2)
Im T (iµ) ,(4.33)wobei die Konstanten B̄3 und B̄5 dimensionlos de�niert sind.S
hlieÿli
h setzt man zur Bere
hnung der Spektralfunktion Im T (iµ) no
h explizit diespin- und isospinkontrahierte T-Matrix aus Gl. (4.27) ein und verwendet die Integralformel16Bereits in der mathematis
hen Herleitung einer allgemeinen Dispersionsrelation wird klar, warumdiese Subtraktionen nötig sein können. Den Ausgangspunkt bildet nämli
h Cau
hys Integralformel mit derKontur entlang der reellen A
hse und einem Halbkreis mit unendli
hem Radius. In Gl. (4.28) wird davonausgegangen, dass der Integrand und damit das Integral über den Halbkreis im Unendli
hen vers
hwindet.Dies muss aber ni
ht sein, weshalb die Subtraktionen nötig sein können. Vgl. Anhang in [38℄.
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hung von isospin-symmetris
her KernmaterieGl. (B.2) im Anhang B. Für den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit biszu zwei virtuellen ∆(1232)-Anregungen ergibt si
h dann:
Ēirr.2π(kf) = B̄3

k3
f

M2N + B̄5

k5
f

M4N +
1

8π3

∫ ∞

2mπ

dµ Im(VC + 3WC + 2µ2VT + 6µ2WT )

·
{

3µkf −
4k3

f

3µ
+

8k5
f

5µ3
− µ3

2kf

− 4µ2 arctan
2kf

µ

+
µ3

8k3
f

(12k2
f + µ2) ln

(

1 +
4k2

f

µ2

)}

. (4.34)Die einzelnen Teile ImVC , . . . , ImWT der Spektralfunktion sind jeweils bei iµ auszuwertenund für die beitragenden Prozesse im Anhang D aufgeführt (vgl. au
h [15℄).Im Verglei
h zu den bisher betra
hteten Re
hnungen muss in unserer Überlegung nun no
hzusätzli
h die Vertexfunktion eingearbeitet werden, wobei au
h die Vertizes modi�ziertwerden müssen, die ∆-Anregungen enthalten. Im Gegensatz zu allen anderen Einzelbeiträ-gen wurde der irreduzible Zwei-Pion-Austaus
h ni
ht direkt mit den Feynmanregeln derges
hlossenen Diagramme, sondern über die Dispersionsrelation angesetzt. Es stellt si
hheraus, dass für letztere alle bisherigen Überlegungen ohne Vertexkorrektur weiterverwen-det werden können und ledigli
h eine kleine Veränderung der oberen Integralgrenze vonGl. (4.33) sinnvoll und ausrei
hend ist, um die Vertexkorrektur einzubauen:Man betra
hte bei einer Nukleon-Nukleon We
hselwirkung isoliert den Propagator einesAustaus
hpions (Viererimpuls k) zusammen mit den beiden Vertexfunktionen an seinen�Endpunkten�. Zur Vereinfa
hung des Arguments werden die zwei Monopolmassen zunä
hstals vers
hieden angenommen und mit Λ1 und Λ2 bezei
hnet. Das Konstrukt lässt si
h indrei freie Propagatoren mit unters
hiedli
hen Massen mπ, Λ1, Λ2 und unters
hiedli
henGewi
htungsfaktoren partial zerlegen:
1 − m2

π

Λ2
1

1 − k2

Λ2
1

· i

k2 − m2
π

·
1 − m2

π

Λ2
2

1 − k2

Λ2
2

=
i

k2 − m2
π

− Λ2
1 − m2

π

Λ2
1 − Λ2

2

· i

k2 − Λ2
2

+
Λ2

2 − m2
π

Λ2
1 − Λ2

2

· i

k2 − Λ2
1

. (4.35)Beim Austaus
h zweier Pionen tau
ht dieser Ausdru
k quadratis
h auf. Neben der Spek-tralfunktion, die wie bisher bei 2mπ startet (sie resultiert aus dem Quadrat des freienPionpropagators), folgen nun weitere, die bei höheren Impulsen einsetzen. Die Polstrukturgibt für die nä
hste S
hwelle der Spektralfunktion (im Grenzfall Λ1 = Λ2 = Λ) die unte-re Grenze des Verzweigungss
hnittes bei Λ + mπ = mπ(1 + 1/r) vor. Ihr Vorzei
hen istentgegengesetzt zu dem der ersten, bei 2mπ beginnenden Spektralfunktion, wodur
h derEin�uss hoher Impulskomponenten gedämpft würde. Da der Wert von Λ + mπ allerdingsbereits an die Grenze der Gültigkeit der 
hiralen Störungstheorie stöÿt, stoppen wir dortdas Dispersionsintegral. Wir betra
hten demna
h weiterhin nur die eine, bei 2mπ begin-nende Spektralfunktion, die nun aber bei Λ + mπ abges
hnitten ist. Der Vertexfaktor gehtdamit ledigli
h über die obere Integralgrenze in die Re
hnung ein. Das T-Matrixelement
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Abbildung 4.18: Di�erenz des Energiebeitrags des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes (inklusive Vertexfunktion) bere
hnet mit der vollenbzw. der zweifa
h subtrahierten Dispersionsrelation als Funktion derDi
hte für vers
hiedene Monopolmassen Λ.in Form der Dispersionsrelation
TΛ(q) =

2

π

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ
µ

µ2 + q2
Im T (iµ) (4.36)ist nun bereits ohne Subtraktionen endli
h. Trotzdem rei
ht dieser Ein�uss der Vertexkor-rektur no
h ni
ht aus, um den Zwei-Pion-Austaus
h ausrei
hend zu regularisieren. Wei-tere hohe Impulskomponenten müssen ganz analog zu den früheren Betra
htungen (vgl.Gl. (4.31) und (4.33)) mittels zweier Subtraktionen beseitigt werden, und die Energie proTeil
hen s
hreibt si
h zu (wieder mit q = |~p1 − ~p2|):

Ēirr.2π(kf , Λ) = B̄3(Λ)
k3

f

M2N + B̄5(Λ)
k5

f

M4N
+

2

ρ π

∫

|~p1/2|<kf

d3~p1 d3~p2

(2π)6

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ
q4

µ3(µ2 + q2)
Im T (iµ) . (4.37)Im Gegensatz zu Gl. (4.33) sind die Koe�zienten B̄3 und B̄5 aufgrund der oberen Grenzedes Dispersionsintegrals nun von Λ abhängig.Abb. 4.18 verans
hauli
ht no
hmals die Notwendigkeit der Subtraktionskonstanten trotzVertexkorrektur. Für vers
hiedene Werte von Λ ist der zwar endli
he, aber enorme Unter-s
hied zwis
hen der vollen bzw. zweifa
h subtrahierten Dispersionsrelation (ohne Kontakt-terme) - jeweils mit einkalkulierter Vertexkorrektur - gezeigt.Verwendet man in Gl. (4.37) wieder die explizite Form der spin- und isospinkontrahierten
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hung von isospin-symmetris
her KernmaterieT-Matrix, so erhält man endli
h die in der Auswertung benutzte Gl. (4.18) - allerdings ohnedie beiden Kontaktterme. Es gilt:
Ēirr.2π(kf , Λ) = B̄3(Λ)

k3
f

M2N + B̄5(Λ)
k5

f

M4N + Ē6(kf , Λ) . (4.38)4.6.2 Kontaktterme und RenormierungNa
hdem nun ausführli
h geklärt ist, wie Gl. (4.18) für den irreduziblen Zwei-Pion-Beitragzur Energie pro Teil
hen zustande kommt, fragt man si
h sofort, warum in der Auswertung(Abs
hnitt 4.5) die beiden Kontaktterme überhaupt ni
ht einbezogen wurden. Es wurdestets mit Ē6(kf , Λ) und ni
ht mit Ēirr.2π(kf , Λ) gere
hnet. Damit hatte die Re
hnung nureinen einzigen freien Parameter, nämli
h die Monopolmasse. Dur
h deren Anpassung konn-te der empiris
he Sättigungspunkt isospin-symmetris
her Kernmaterie sehr gut reprodu-ziert werden.Daraus s
hlieÿen wir, dass für die gesamte Energie pro Teil
hen bei der ermittelten Mo-nopolmasse Λ0 ≈ 1.15GeV keine Kontaktterme nötig sind. D.h. dass si
h die Terme
B̄3(Λ)

k3
f

M2N + B̄5(Λ)
k5

f

M4N des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes zusammen mit weiteren,mögli
hen Kontakttermen (die zur Kompensation von kurzrei
hweitigen E�ekten andererEinzelbeiträge gebrau
ht werden könnten) insgesamt wegheben.Es muss aber betont werden, dass die Sonderstellung von Λ0 keine tiefere physikalis
he Be-gründung hat. Diese Monopolmasse wurde ledigli
h dur
h unsere Bedingung eines Extre-malpunktes bei kf,0 = 262MeV festgelegt. Es ist zufällig, dass in diesem Fall ausgere
hnetkeine Kontaktterme einzufügen sind. Bei einer Abwei
hung von Λ0 muss ganz allgemein mitdiesen gere
hnet werden, um die neu ein- bzw. ausges
hlossenen Impulse und den Ein�usskurzrei
hweitiger E�ekte auf den Niederenergieberei
h zu parametrisieren.Es muss das Ziel sein, eine Darstellung dieser Kontaktterme in Abhängigkeit von Λ und ρ(bzw. kf) zu entwi
keln. Denn dann können wir den empiris
hen Sättigungspunkt reprodu-zieren, ohne auf eine bestimmte, physikalis
h unmotivierte Monopolmasse Λ0 zurü
kgreifenzu müssen. Unsere Re
hnung ist in diesem Sinn dann unabhängig von Λ, d.h. renormierbar.Zunä
hst bes
hränken wir uns zur Verdeutli
hung der Vorgehensweise auf den irreduziblenZwei-Pion-Austaus
h, da die Λ-Abhängigkeit dieses Beitrags re
ht übers
haubar ist. Fürden Unters
hied einer Energie-Di
hte-Kurve mit einem beliebigen Λ zu derjenigen mit Λ0folgt aus Gl. (4.38):
Ēirr.2π(kf , Λ) − Ēirr.2π(kf , Λ0) = [B̄3(Λ) − B̄3(Λ0)]

k3
f

M2N + [B̄5(Λ) − B̄5(Λ0)]
k5

f

M4N
+Ē6(kf , Λ) − Ē6(kf , Λ0) , 17 (4.39)



4.6 Der irreduzible Zwei-Pion-Austaus
h und Kontaktterme 51wobei die Herkunft der Kontaktterme in B̄3(Λ) und B̄5(Λ) in Abs
hnitt 4.6.1 erläutertwurde.Nehmen wir einmal an, wir wollten nur den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hesunabhängig von der genauen Monopolmasse bes
hreiben. Dann muss Gl. (4.39) null ergebenund folgende Parametrisierung muss existieren:
Ē6(kf , Λ) − Ē6(kf , Λ0)

!
= −[B̄3(Λ) − B̄3(Λ0)]

k3
f

M2N − [B̄5(Λ) − B̄5(Λ0)]
k5

f

M4N
=: −B̄∗

3(Λ)
k3

f

M2N − B̄∗
5(Λ)

k5
f

M4N . (4.40)Für jeden von uns betra
hteten Wert von Λ (Berei
h 450MeV≤ Λ ≤ 2.7GeV) wurde einentspre
hender Fit über den gesamten Di
hteberei
h (0.005 fm−3 ≤ ρ ≤ 0.5 fm−3) dur
hge-führt. Die zugehörigen Koe�zienten B̄∗
3(Λ) und B̄∗

5(Λ) sind als Funktion von Λ in Abb. 4.19(links) zu sehen. Der Kontaktterm in k3
f spielt demna
h eine untergeordnete Rolle gegen-über dem in k5

f .Die Fitfehler sind für alle Λ klein und Figur 4.20 (links) zeigt in Abhängigkeit von der Di
h-te für einige Monopolmassen den Unters
hied des jeweiligen Fits −B̄∗
3(Λ)

k3
f

M2N − B̄∗
5(Λ)

k5
f

M4Nzum tatsä
hli
hen Wert von Ē6(kf , Λ) − Ē6(kf , Λ0).Mit Gl. (4.40) konnten wir B̄3(Λ) und B̄5(Λ) und damit die Kontaktterme des irreduziblenZwei-Pion-Austaus
hes so eins
hränken, dass dessen Beitrag unabhängig von der Mono-polmasse ist.Freili
h nützt diese Betra
htung für die Untersu
hung von Kernmaterie no
h ni
hts. Dazumüssen alle Einzelbeiträge zusammen genommen und die Gesamtenergie pro Teil
hen be-tra
htet werden. Das Vorgehen bleibt jedo
h glei
h.Wir gehen davon aus, dass es weiterhin genügt, si
h mit NN-Kontakttermen der Form
B3(Λ)

k3
f

M2N + B5(Λ)
k5

f

M4N zu befassen, wel
he von einer impulsunabhängigen bzw. von einervom Impulsquadrat abhängigen Kontaktwe
hselwirkung herrühren. Sol
he Beiträge stam-men vom irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h, können aber evtl. au
h aufgrund anderer kurz-rei
hweitiger E�ekte zur Kompensation nötig sein. Die Gesamtenergie pro Teil
hen lautetdann:
Ētotal(kf , Λ) = B3(Λ)

k3
f

M2N + B5(Λ)
k5

f

M4N +

8∑

i=0

Ēi(kf , Λ) .18 (4.41)Von der Auswertung in Abs
hnitt 4.5 wissen wir, dass die Sättigungskurve für die Mono-polmasse Λ0 sehr gut reproduziert wird, d.h. B3(Λ0) = B5(Λ0) = 0.17Aus der Tatsa
he, dass für die Gesamtenergie pro Teil
hen bei der Monopolmasse Λ0 keine Kontakt-terme nötig sind, d.h. B3 = B5 = 0, folgt für den Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes ni
htunbedingt B̄3(Λ0) = B̄5(Λ0) = 0, denn die zugehörigen Kontaktterme könnten au
h endli
h sein und si
hgegen mögli
he NN-Kontaktterme der anderen Einzelbeiträge wegheben.18Mit den Einzelbeiträgen Ēi(kf , Λ) sind diejenigen aus Abs
hnitt 4.4 gemeint und es gilt wie dort
Ēges(kf , Λ) :=

∑8
i=0 Ēi(kf , Λ).
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Abbildung 4.19: Für den irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h (links) bzw. die Gesamtener-gie pro Teil
hen (re
hts) sind gegen Λ die Parameter (laufende Kopplungskonstanten) desFits in k3
f/M

2N und k5
f/M

4N vom Unters
hied einer beliebigen Ē − ρ−Kurve zur Sättigungs-kurve mit Λ0 aufgetragen.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
ρ [fm

-3
]

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

E
 [M

eV
]

Λ=2.7 GeV
Λ=900 MeV
Λ=540 MeV

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
ρ [fm

-3
]

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

E
 [M

eV
]

Λ=2.7 GeV
Λ=900 MeV
Λ=540 MeV

Abbildung 4.20: Fehler des Fits mit den Parametern aus Abb. 4.19 in Abhängigkeit vonder Di
hte für drei konkrete Werte von Λ.Die Forderung muss nun aber sein, dass Ētotal(kf , Λ) die Sättigungskurve unabhängig von
Λ bes
hreibt. Das bedeutet, dass die Di�erenz von Ētotal(kf , Λ) zu Ētotal(kf , Λ0) für jedes
Λ und alle kf Null sein muss:

Ētotal(kf , Λ) − Ētotal(kf , Λ0) = B3(Λ)
k3

f

M2N + B5(Λ)
k5

f

M4N
+Ēges(kf , Λ) − Ēges(kf , Λ0)

!
= 0 . (4.42)Aus dieser Bedingung lassen si
h die Koe�zienten B3(Λ) und B5(Λ) als Funktion von Λbestimmen dur
h:

Ēges(kf , Λ) − Ēges(kf , Λ0)
!
= −B3(Λ)

k3
f

M2N − B5(Λ)
k5

f

M4N . (4.43)



4.7 Entwi
klung na
h r = mπ/Λ 53Die linke Seite der Glei
hung wurde hierzu wieder für 51 Werte von Λ im Berei
h 450MeV≤
Λ ≤ 2.7GeV jeweils über eine Di
hte von 0.005 fm−3 ≤ ρ ≤ 0.5 fm−3 ausgewertet. Die An-passung der Koe�zienten funktioniert stets sehr gut und Abb. 4.19 (re
hts) zeigt sie alsFunktionen von Λ. Die dabei begangenen, stets kleinen Fehler sind in Figur 4.20 (re
hts)für einige Monopolmassen als Funktion der Di
hte dargestellt.Mit den soeben ermittelten Koe�zienten B3(Λ) und B5(Λ) reproduziert Gl. (4.41) für jedes
Λ die Sättigungskurve. Die Auswirkungen der dur
h eine Variation der Monopolmasse hin-zukommenden bzw. wegfallenden Impulse können im gesamten betra
hteten Berei
h von
Λ dur
h zwei einfa
he Kontaktterme, proportional zu k3

f bzw. k5
f , mit laufenden Kopp-lungskonstanten kompensiert werden. Die observablen Gröÿen (Energie pro Teil
hen amSättigungspunkt, Kompressibilität) ändern si
h bis auf sehr kleine Abwei
hungen im Pro-zentberei
h ni
ht. Es ist keineswegs trivial, dass unsere Re
hnung diese Eigens
haft besitzt.Die dadur
h errei
hte Unabhängigkeit der Ergebnisse von der genauen Wahl der Monopol-masse stellt eine interessante Verbindung zur Modellunabhängigkeit des Vlow k-Potentialsher.4.7 Entwi
klung na
h r = mπ/ΛZum Abs
hluss dieses Kapitels über die Zustandsglei
hung isospin-symmetris
her Kern-materie, seien no
h einige Bemerkungen zum verwendeten Zähls
hema ergänzt. Es wirddur
h die Einführung der groÿen Monopolmasse Λ über die πNN-Vertexfunktion stark be-ein�usst.Wie in Kap. 2.5 bereits angeführt, gibt es in der 
hiralen Störungstheorie neben der Pion-zerfallskonstante fπ dur
h die Einführung der Baryonen eine zweite groÿe und dimensions-behaftete Skala: Die Nukleonenmasse MN, wel
he weder im 
hiralen Limes vers
hwindetno
h klein gegenüber der 
harakteristis
hen Skala Λχ ist. Ein konsistentes Zähls
hema wirddur
h die Bes
hränkung auf den führenden, ni
htrelativistis
hen Term der Entwi
klung in

1/MN errei
ht.Dur
h die πNN-Vertexfunktion kommt mit Λ no
h eine weitere groÿe Skala ins Spiel. Kon-sequenterweise würde man erwarten, dass au
h hier eine Entwi
klung na
h r = mπ/Λ Sinnma
ht und eine Betra
htung der führenden Terme ausrei
ht. In der Praxis ist dies jedo
hni
ht ri
htig, was im Folgenden demonstriert wird:Zunä
hst bere
hneten wir alle Diagramme (bis auf diejenigen des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes, wo die Dispersionsrelation verwendet wurde) Ordnung für Ordnung in r (biseins
hlieÿli
h r5). Dies stellte si
h im Na
hhinein als wesentli
h aufwändiger heraus als dieRe
hnungen mit der vollen r-Abhängigkeit. Es zeigte si
h zudem, dass die Entwi
klung in
r ni
ht konvergiert und die Re
hnungen damit unbrau
hbar sind: Der Umstand, dass biszu vier Vertexfunktionen in einer S
hleife auftreten bedingt groÿe kombinatoris
he Fakto-ren, die den �wahren� Entwi
klungsparameter auf ein Vielfa
hes von r anwa
hsen lassen.Zudem tragen die einzelnen Ordnungen alternierende Vorzei
hen, was in Abb. 4.21-4.24
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hung von isospin-symmetris
her Kernmaterieverans
hauli
ht ist. Für die Werte r = 0.05 (Λ = 540MeV), r = 0.15 (Λ = 900MeV) und
r = 0.25 (Λ = 2.7GeV) sind dort die Einzelbeiträge zur Energie pro Teil
hen, jeweils biseins
hlieÿli
h r3 bzw. r5 entwi
kelt, gegenübergestellt.Obwohl eine Entwi
klung in r = mπ/Λ also naheliegend und formal konsistent wäre, darfsie ni
ht ausgeführt werden, um verlässli
he Ergebnisse zu erzielen.
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Abbildung 4.21: Energiebeitrag des Ein-Pion-Austaus
hes in Abhängigkeit von der Di
h-te für drei vers
hiedene Werte der Monopolmasse Λ. Dargestellt sind Entwi
klungen in
r = mπ/Λ bis eins
hlieÿli
h r3 (links) bzw. r5 (re
hts).
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Abbildung 4.22: Energie pro Teil
hen des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes als Funktionder Di
hte. Gezeigt sind Entwi
klungen in r bis eins
hlieÿli
h r3 (links) bzw. r5 (re
hts)für drei vers
hiedene Werte von Λ.
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Abbildung 4.23: Energie pro Teil
hen der Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hesals Funktion der Di
hte für drei vers
hiedene Werte der Monopolmasse Λ. Gezeigt sindEntwi
klungen in r = mπ/Λ bis eins
hlieÿli
h r3 (links) bzw. r5 (re
hts).
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Abbildung 4.24: Gesamtenergie pro Teil
hen als Funktion der Di
hte. Dargestellt sindEntwi
klungen in r bis eins
hlieÿli
h r3 (links) bzw. r5 (re
hts) für drei vers
hiedene Wertevon Λ.
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Kapitel 5Asymmetris
he KernmaterieDie bisher verwendete Theorie kann au
h auf isospin-asymmetris
he Kernmaterie ausge-dehnt werden. In der Bethe-Weizsä
ker Massenformel für endli
he Kerne (vgl. Kap. 2)vers
hwindet der Term in aA dann ni
ht mehr. Je s
hwerer der Kern, desto gröÿer mussder Neutronenübers
huss (und damit die Asymmetrie) sein, um Stabilität zu errei
hen.5.1 AsymmetrieenergieDie Energie pro Teil
hen, die mit der Di�erenz der Protonen- und Neutronenzahlen ver-knüpft ist, bezei
hnet man als Asymmetrieenergie. Um diese für Kernmaterie zu bere
hnen,muss man in den bisherigen Re
hnungen ledigli
h den Medieneins
hub des Nukleonpropa-gators (vgl. Gl. (4.5)) wie folgt ändern:
Θ(kf − |~p |) → Θ(kn − |~p |) 1 − τ3

2
+ Θ(kp − |~p |) 1 + τ3

2
. (5.1)Dabei bezei
hnen kn und kp die unters
hiedli
hen Fermiimpulse für Protonen und Neu-tronen, bis zu denen der jeweilige Fermisee gefüllt ist. Die Isospinprojektoren (1 ± τ3)/2sorgen für die ri
htige Zuordnung der beiden Fermiimpulse zu Neutronen bzw. Protonen.In der folgenden Diskussion bes
hränken wir uns auf den Fall einer kleinen, relativen Dif-ferenz zwis
hen Neutronenzahl N 1 und Protonenzahl Z und de�nieren den Grad derAsymmetrie als:

δ =
N − Z

N + Z
. (5.2)Im Fall eines Neutronenübers
husses ist δ positiv, im Fall eines Protonenübers
husses ne-gativ. Mit diesem Parameter lassen si
h die Fermiimpulse als

kn/f = kf (1 ± δ)1/3 (5.3)1Das N für Neutronenzahl ist ni
ht mit der ebenfalls gebrau
hten Abkürzung N für Nukleon zu ver-we
hseln.



58 Asymmetris
he Kernmateries
hreiben. Die Nukleonendi
hte
ρ = ρn + ρp =

k3
n + k3

p

3π2
=

2k3
f

3π2
, (5.4)ist dann unabhängig vom Asymmetrieparameter δ.Mit der veränderten Zustandsdi
hte aus Gl. (5.1) unters
heiden si
h die Bere
hnungen dereinzelnen Diagramme vom analogen isospin-symmetris
hen Fall nur dur
h geänderte Iso-spinfaktoren und andere Radien der Fermikugeln. Die Struktur der Ergebnisse bleibt er-halten. Führt man eine Entwi
klung der Energie pro Teil
hen in dem kleinen Parameter

δ dur
h, so identi�ziert man die Asymmetrieenergie als Koe�zienten von δ2. Der Koef-�zient von δ0 stellt die bereits bekannte Energie pro Teil
hen in isospin-symmetris
herKernmaterie (δ = 0 ⇔ kp = kn = kf ) dar:
Ēasym(kp , kn) = Ēsym(kf) + δ2Ā(kf) + . . . . (5.5)Wie in der Bethe-Weizsä
ker Massenformel (Asymmetrieenergie∝ (N−Z)2) zeigt si
h au
hin Gl. (5.5), dass die Asymmetrieenergie selbst unabhängig davon ist, ob ein Neutronen-oder Protonenübers
huss vorliegt: Es treten nur gerade Ordnungen in δ auf. Dies liegt ander Isospinsymmetrie der We
hselwirkung, die die Energie des Vielnukleonsystems unterAustaus
h von Protonen und Neutronen ungeändert lässt. Da wir ein kleines δ annehmen,verna
hlässigen wir alle höheren Ordnungen und bes
hränken uns auf den Term in δ2.

5.1.1 Einzelbeiträge zur AsymmetrieenergieIn diesem Abs
hnitt geben wir die Ergebnisse der einzelnen Beiträge zur Asymmetrieenergieexplizit an, wobei wir die De�nitionen aus Kap. 4 übernehmen. Die Bere
hnungen verlaufenvöllig analog zu denen in isospin-symmetris
her Kernmaterie und werfen keine gröÿerenoder neuen Probleme auf. Für die meisten Integrationen erweisen si
h die Formeln imAnhang B als hilfrei
h.Kinetis
he EnergieFür den Beitrag der kinetis
hen Energie zur Asymmetrieenergie erhält man:
Ā0(kf) =

k2
f

6MN −
k4

f

12M3N +
k6

f

16M5N . (5.6)



5.1 Asymmetrieenergie 59Ein-Pion-Austaus
hDer Beitrag des Fo
kdiagramms mit zwei Medieneins
hüben (Abb. 4.4) lautet inklusive derrelativistis
hen M−2N -Korrektur:
A1(kf , r) =

g2
Am3

π

(4πfπ)2

{(
1

8u
+

u

3

)

ln(1 + 4u2) +
3 − 6r2 + 8r4u2

24r4u
ln(1 + 4u2r2)

−(1 − r2)u(3 + 8r2u2)

6r2(1 + 4r2u2)

+
m2

π

M2N[− u2

2
arctan(2u) − (1 − 3r2)u2

4r3
arctan(2ur)

+
u3

3
[ln(1 + 4u2r2) − ln(1 + 4u2)] +

(1 − r2)u3(3 + 8r2u2)

6r2(1 + 4r2u2)

]}

. (5.7)
Iterierter Ein-Pion-Austaus
hDer iterierte Ein-Pion-Austaus
h liefert wieder Terme proportional zu der groÿen Skala
MN.Für das dominant beitragende Hartreediagramm mit zwei Medieneins
hüben (Abb. 4.5links) �ndet man:

A2(kf , r) =
g4

AMNm4
π

(8π)3f 4
π

{

16(1 + r2)u2

1 − r2
[arctan(2ur) − arctan(2u)]

+
7 + r2 + 10u2(5 + 3r2)

6u(1 − r2)
ln(1 + 4u2)

−1 − 7r2 + 35r4(1 + r2) + 10r2u2(−1 + 15r2 + 45r4 + 5r6)

48r5(1 − r2)u
ln(1 + 4u2r2)

−−11(1 + r) + 46r2 + 214r3 + 61r4 + 85r5

36r3(1 + r)
u

+
(1 − r2)2u

18r3(1 + 4u2r2)2
− (1 − r2)(5 − 11r2)u

18r3(1 + 4u2r2)

}

. (5.8)



60 Asymmetris
he KernmaterieEntspre
hend ergibt si
h für die Asymmetrieenergie des Fo
kdiagramms mit zwei Me-dieneins
hüben (zweites von links in Abb. 4.5):
Ā3(kf , r) =

g4
AMNm4

π

(4π)3f 4
π

∫ u

0

dx
3x2 − 4u2

3u

{

1 + 8x2 + 8x4

2(1 + 2x2)
arctanx

− (1 − r2)2(1 + 4x2)

2(1 + 2x2)(1 + r2(1 + 4x2))2
arctan(2x)

+x(1 − r2)

[
1

1 + r2(1 + 4x2)
+

1 + r2(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2 − 4r2

]

+

[
(1 − r2)2

4r2(1 + 2r2x2)3
+

1 + 2r4x2

2(1 + 2r2x2)2

]

[arctan(2rx) − arctan(rx)]

+(1 + 2x2) arctan(rx) − 1 + r4(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2
arctan(2rx)

+

[

1 + 2x2 − 1 + r4(1 + 4x2)

(1 + r2(1 + 4x2))2

][

arctan
4r2x

1 − r2(1 − 4x2)

− arctan
2rx

1 + r
− arctan

2rx

1 − r

]

+
x

r
(1 − r2)

[
4r2x2(r2 − 2) + 5r2 − 9

16(1 + r2x2)2
− 1 + r2x2(1 + r2)

(1 + 2r2x2)2

+
1

1 + r2(1 + 4x2)
− 2r2

(1 + r2(1 + 4x2))2 − 4r2

]}

. (5.9)



5.1 Asymmetrieenergie 61Das Hartreediagramm mit drei Medieneins
hüben (zweites von re
hts in Abb. 4.5) trägtwie folgt bei:
Ā4(kf , r) =

g4
AMNm4

π

(4πfπ)4u3

∫ u

0

dx x2

∫ 1

−1

dy

{

1 + r2

3(1 − r2)

(

26uxy − 4ux3y3

u2 − x2y2
+ 3(3u2 − 5x2y2)

ln
u + xy

u − xy

)

·
[

s22 + s2

1 + s2
− 2 ln(1 + s2) + 2 ln(1 + r2s2)

]

+
4s2u2

9(1 − r2)(1 + s2)2(1 + r2s2)4

(

6r2(1 + r2) + 3r2(1 + r2)(4 + 7r2)s2

+(−3 + 27r2 + 8r4 + 108r6 + 6r8 + 4r10)s4

+r2(6 + 25r2 + 68r4 + 72r6 + 8r8 + r10)s6

+2r4(7 + 11r2 + 30r4 + 11r6 + r8)s8

+r6(11 + 12r2 + 18r4 + r6)s10 + 3r8(1 + r2)s12

)

ln
u + xy

u − xy

+
s2

9(1 − r2)(1 + s2)(1 + r2s2)3

[

2uxy + (u2 − x2y2) ln
u + xy

u − xy

]

·
[

2r2x2y2

(u2 − x2y2)

(

6(1 + r2) + 3(1 + r2)(2 + 5r2)s2

+(6 + 5r2 + 36r4 + 6r6 + r8)s4 + r2(8 + 6r2 + 15r4 + r6)s6

+3r4(1 + r2)s8

)

− 1

(1 + s2)2(1 + r2s2)2

(

78r2(1 + r2)

+[117r2(2 + 5r2 + 3r4) − 120(1 − r2)5R2]s2

+[13(−9 + 69r2 − r4 + 228r6 − 3r8 + 10r10)

−24(1 − r2)5(1 − 3r2)R2]s4

+[−81 + r2(594 + 546r2 + 3181r4 + 2541r6 + 246r8 + 71r10

+168(1 − r2)5R2)]s6

+r2(69 + 786r2 + 1899r4 + 3704r6 + 1554r8 + 165r10 + 13r12)s8

+13r4(20 + 72r2 + 162r4 + 172r6 + 33r8 + 3r10)s10

+13r6(25 + 48r2 + 93r4 + 41r6 + 3r8)s12

+13r8(14 + 18r2 + 21r4 + r6)s14 + 39r10(1 + r2)s16

+24(1 − r2)5[10R − T + (2(3 + r2)R − (1 + r2)T )s2

−r2(2R + T )s4]s3

)]}

. (5.10)Zusätzli
h zu der aus isospin-symmetris
her Kernmaterie bekannten De�nition
s := xy +

√

u2 − x2 + x2y2 werden R := u ∂s
∂u

und T := u2 ∂2s
∂u2 verwendet.



62 Asymmetris
he KernmaterieDas Fo
kdiagramm mit drei Medieneins
hüben (Abb. 4.5 re
hts) stellt den Beitrag:
Ā5(kf , r) =

g4
AMNm4

π

(4πfπ)4u3

∫ u

0

dx

{

Gr

24
(3Gr, 20 − 2Gr, 11 + 3Gr, 02 − 8Gr, 01 − 3Gr)

+
Gr, 10 + Gr, 01

24
(3Gr, 10 − 5Gr, 01)

+x2

∫ 1

−1

dy

∫ 1

−1

dz
yzΘ(y2 + z2 − 1)

|yz|
√

y2 + z2 − 1
[

(1 − r2)2s2

6(1 + s2)2(1 + r2s2)3(1 + r2t2)

(

− 16Rs(3 + (2 + r2)s2) + 8R2

·(3 + (1 − r2)s2 − 3r2s4) + 3s2[7 + s2(5 + r2(3 + s2))]

+8(1 + r2s2)(1 + s2)sT

)

·
(

− (1 − r2)t2

+(1 + r2t2)[ln(1 + t2) − ln(1 + r2t2)]

)

+
(1 − r2)4(8R − 3s)s3t4

3(1 + s2)(1 + r2s2)2(1 + t2)(1 + r2t2)2

]}

. (5.11)Die FunktionGr(x, u) ist weiterhin wie in Gl. (4.17) de�niert und die zugehörigen, partiellenAbleitungen �ieÿen in die De�nitionen Gr, ij(x, u) := xiuj ∂i+jGr(x,u)
∂xi∂uj (1 ≤ i + j ≤ 2) ein.Irreduzibler Zwei-Pion-Austaus
h mitbis zu zwei virtuellen ∆(1232)-AnregungenIn diese Kategorie fallen wieder die Feynmangraphen aus den Abb. 4.6-4.8. Insgesamt erhältman in der Dispersionsrelationsdarstellung:

Ā6(kf , Λ) =
1

12π3

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ

{

Im(VC + 2µ2VT )

[

µkf −
2k3

f

µ
+

16k5
f

3µ3
− µ3

4kf

ln

(

1 +
4k2

f

µ2

)]

+Im(WC + 2µ2WT )

[

3µkf +
2k3

f

µ
− µ

4kf

(8k2
f + 3µ2) ln

(

1 +
4k2

f

µ2

)]}

. (5.12)In dieser Formel sind no
h keine Kontaktterme proportional zu k3
f bzw. k5

f enthalten. Diesesind nötig, da konsequenterweise das glei
he Regularisierungss
hema mit zwei Subtraktio-nen und πNN-Vertexkorrektur verwendet wurde wie in isospin-symmetris
her Kernmate-rie (vgl. Abs
hnitt 4.6.1). Vollständig lässt si
h der Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes mit zwei Medieneins
hüben und ohne ∆-Anregungen dann, ganz analog zuGl. (4.38), wie folgt formulieren:
Āirr.2π(kf , Λ) =

[
2B̄n,3(Λ) − B̄3(Λ)

] k3
f

M2N +
[
3B̄n,5(Λ) − B̄5(Λ)

] 10k5
f

9M4N + Ā6(kf , Λ) . (5.13)



5.1 Asymmetrieenergie 63Per Konvention (vgl. [15℄) haben wir dabei die Darstellung der Kontaktterme mit denKoe�zienten B̄3(Λ) und B̄5(Λ) aus isospin-symmetris
her Kernmaterie gewählt. In dieserDarstellung tau
hen zwei weitere Parameter auf: B̄n,3(Λ) und B̄n,5(Λ). Sie werden si
h beider Betra
htung von reiner Neutronenmaterie als die dortigen Kopplungskonstanten her-ausstellen.Es sei no
h angemerkt, dass die den Fo
kdiagrammen ohne explizite ∆-Anregung (Abb. 4.6)entspre
henden Hartreediagramme nun au
h einen ni
ht-vers
hwindenden Anteil propor-tional zu ρ beitragen - im Gegensatz zu isospin-symmetris
her Kernmaterie. Wegen ihrerDi
hteabhängigkeit werden diese Beiträge jedo
h in den Kontakttermen mit B3(Λ) und
Bn, 3(Λ) aufgenommen.Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hes miteiner virtuellen ∆(1232)-AnregungDie zugehörigen Feynmandiagramme, Abb. 4.9, zeigen ganz links den Hartreegraphen, wel-
her folgenden Beitrag liefert:

Ā7(kf , r) =
g4

Am6
πu

2

9∆(2πfπ)4

{

3(3 + r2) + 16(1 + r2)u2

4(1 − r2)
[ln(1 + 4u2) − ln(1 + 4u2r2)]

− u2

3(1 + 4u2)(1 + 4u2r2)3
[9(3 + r2) + 6(17 + 56r2 + 15r4)u2

+24(1 + 47r2 + 61r4 + 11r6)u4 + 32r2(9 + 124r2 + 79r4 + 4r6)u6

+512r4(1 + 10r2 + r4)u8]

}

. (5.14)Im Gegensatz zu isospin-symmetris
her Kernmaterie vers
hwindet das ungekreuzte Fo
k-diagramm (Abb. 4.9 re
hts) nun ebenfalls ni
ht und es ergibt zusammen mit dem gekreuz-ten (Abb. 4.9 Mitte):
Ā8(kf , r) =

g4
Am6

π

36∆(4πfπ)4u3

{
∫ u

0

dx

[

4GS, r, 01GS, r, 10 − 2G2
S, r, 01 − 6G2

S, r, 10

+2GS, r (3GS, r + 8GS, r, 01 − 3GS, r, 02 + 2GS, r, 11 − 3GS, r, 20)

+2GT, r, 01GT, r, 10 − 7G2
T, r, 01 − 3G2

T, r, 10

+GT, r (3GT, r + 8GT, r, 01 − 3GT, r, 02 + 2GT, r, 11 − 3GT, r, 20)

]}

.(5.15)Hierbei ist GI, r(x, u) wiederum aus dem isospin-symmetris
hen Fall übernommen undste
kt partiell abgeleitet in der De�nition GI, r, jk(x, u) := xjuk ∂j+kGI, r(x,u)

∂xj∂uk ,
I ∈ {S, T}, 1 ≤ j + k ≤ 2.



64 Asymmetris
he Kernmaterie5.1.2 AuswertungFasst man alle Einzelbeiträge zu einem gesamten Ausdru
k für die Asymmetrieenergie zu-sammen, so erhält man mit allgemeinen Kontakttermen, deren Form analog zu isospin-symmetris
her Kernmaterie (siehe Gl. (4.41)) aus den Kontakttermen des irreduziblenZwei-Pion-Austaus
hes abgeleitet wird:
Ātotal(kf , Λ) = [2Bn,3(Λ) − B3(Λ)]

k3
f

M2N +[3Bn,5(Λ) − B5(Λ)]
10k5

f

9M4N +
8∑

i=0

Āi(kf , Λ) . (5.16)
Bn,3(Λ) und Bn,5(Λ) werden si
h in Neutronenmaterie als die einzigen Kopplungsstärkenherausstellen, während B3(Λ) und B5(Λ) bereits aus isospin-symmetris
her Kernmateriebekannt sind, wo sie in Abhängigkeit von Λ so angepasst wurden, dass die Zustands-glei
hung unabhängig von Λ reproduziert wird. Selbstverständli
h könnten wir hier au
hwieder von einer beliebigen Monopolmasse ausgehen und die entspre
henden Kopplungs-konstanten (vgl. Abb. 4.19 re
hts) verwenden. Am naheliegendsten ist jedo
h die Wahl von
Λ0 ≈ 1.15GeV, denn dafür vereinfa
ht si
h Gl. (5.16) mit B3(Λ0) = B5(Λ0) = 0 zu:

Ātotal(kf , Λ0) = 2Bn,3(Λ0)
k3

f

M2N + 3Bn,5(Λ0)
10k5

f

9M4N +
8∑

i=0

Āi(kf , Λ0) . (5.17)Zur Bestimmung von Bn,3(Λ0) und Bn,5(Λ0) benutzen wir zunä
hst den Wert der Asymme-trieenergie an der Sättigungsdi
hte, Ātotal(kf,0) = 33.2MeV, aus [42℄. Dieser wurde dur
hausgefeilte Anpassung des Tröpf
henmodells für Atommassen (inklusive von S
halen- undDeformationsenergien) an empiris
he Werte für Bindungsenergien und Spaltbarrieren er-mittelt. Der Wert stimmt sehr gut mit (34±2)MeV aus relativistis
her mean-�eld Re
hnung(vgl. [30℄) überein. Au
h [43℄ liefert mittels relativistis
her Dira
-Brü
kner Methode, an-gewandt auf das Bonn A-NN-Potential, einen Wert von ≈ 34MeV.Die Forderung Ātotal(kf,0, Λ0)
!
= 33.2MeV bedingt die Beziehung:

Bn,5(Λ0) ≈ −6.57 − 7.71Bn,3(Λ0) . (5.18)Den zweiten benötigten Zusammenhang, um au
h Bn,3(Λ0) festzulegen, wählen wir in Neu-tronenmaterie. Die Ergebnisse hierzu stellen wir im Folgenden zunä
hst dar, bevor wir dieAuswertung der Asymmetrieenergie zusammen mit der von Neutronenmaterie fortsetzen.5.2 NeutronenmaterieIsospin-symmetris
he Kernmaterie mit N = Z (δ = 0) stellt einen Grenzfall asymme-tris
her Kernmaterie dar, in wel
hem die Asymmetrie völlig vers
hwindet. Der andereGrenzfall, für den die Asymmetrieenergie ihren maximalen Wert annimmt, bildet Neu-tronenmaterie mit Z = 0 (δ = 1). Es ist kein stark gebundenes System aus Neutronen



5.2 Neutronenmaterie 65bekannt und gerade weil experimentelle Beoba
htungen kaum mögli
h sind, ist es wi
h-tig, theoretis
he Vorhersagen zu tre�en. 2 Im Folgenden wollen wir daher ganz analog zuisospin-symmetris
her Kernmaterie die Energie pro Nukleon in Neutronenmaterie dur
hdie 
hirale Piondynamik vorstellen.Wie zur Bere
hnung der Asymmetrieenergie muss ledigli
h im Medieneins
hub des Nu-kleonpropagators eine kleine Änderung vorgenommen und eine Isospinprojektion auf dasNeutron eingefügt werden:
Θ(kf − |~p |) → Θ(kn − |~p |) 1 − τ3

2
. (5.19)Die Neutronendi
hte ist mit dem Fermiimpuls kn de�niert als ρn = k3

n/(3π2).Damit sind die Einzelbeiträge zur Energie pro Neutron ganz analog zu den bisherigenVerfahren zu ermitteln.5.2.1 EinzelbeiträgeEs zeigt si
h, dass die meisten Diagramme sehr einfa
h für Neutronenmaterie zu bere
h-nen sind, da sie si
h nur dur
h einen relativen Isospinfaktor von ihren bereits bekanntenErgebnissen für isospin-symmetris
he Kernmaterie unters
heiden.Kinetis
he EnergieFür die mittlere kinetis
he Energie mit relativistis
hen Korrekturen erhält man in Neutro-nenmaterie:
Ēn, 0(kn) =

3k2
n

10MN − 3k4
n

56M3N +
k6

n

48M5N . (5.20)Ein-Pion-Austaus
hDer Beitrag des Ein-Pion-Austaus
hes (Abb. 4.4) lässt si
h unmittelbar aus dem Ergebnisin isospin-symmetris
her Kernmaterie (Gl. (4.12)) ablesen:
En, 1(kn, r) =

1

3
· E1(kf , r)

∣
∣
kf→kn . (5.21)Iterierter Ein-Pion-Austaus
hAu
h für den iterierten Ein-Pion-Austaus
h (Abb. 4.5) unters
heiden si
h die Ergebnissein Neutronenmaterie nur dur
h Faktoren von denen in isospin-symmetris
her Kernmaterie2Neutronensterne sind die einzigen bekannten, gebundenen Systeme aus Neutronen. Für die Bindungist allerdings die Gravitation verantwortli
h.



66 Asymmetris
he Kernmaterie(Gl. (4.13-4.16)).Für die Hartreediagramme mit zwei bzw. drei Medieneins
hüben gilt:
En, 2/4(kn, r) =

1

6
· E2/4(kf , r)

∣
∣
kf→kn . (5.22)Entspre
hend �ndet man für die Fo
kdiagramme:

En, 3/5(kn, r) = −1

3
· E3/5(kf , r)

∣
∣
kf→kn . (5.23)Irreduzibler Zwei-Pion-Austaus
h mitbis zu zwei virtuellen ∆(1232)-AnregungenFür Neutronenmaterie ergeben Abb. 4.6-4.8 den Beitrag:

Ēn, 6(kn, Λ) =
1

8π3

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ Im(VC + WC + 2µ2VT + 2µ2WT )

{

3µkn − 4k3
n

3µ

+
8kn

5µ3
− µ3

2kn
− 4µ2 arctan

2kn

µ
+

µ3

8k3
n

(12k2
n + µ2) ln

(

1 +
4k2

n

µ2

)}

.(5.24)In dieser Glei
hung sind no
h keine Kontaktterme enthalten. Diese werden aber wiederumanalog zu isospin-symmetris
her Kernmaterie (Abs
hnitt 4.6.1) auftreten, und es gilt fürden allgemeinen Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes:
Ēn, irr.2π(kn, Λ) = B̄n, 3(Λ)

k3
n

M2N + B̄n, 5(Λ)
k5

n

M4N + Ēn, 6(kn, Λ) . (5.25)Die Koe�zienten B̄n, 3(Λ) und B̄n, 5(Λ) kamen bereits in den Kontakttermen der Asymme-trieenergie vor.Dreikörperbeitrag des Zwei-Pion-Austaus
hes miteiner virtuellen ∆(1232)-AnregungDas Ergebnis des Hartreediagramms (Abb. 4.9 links) ergibt si
h aus demjenigen in isospin-symmetris
her Kernmaterie (Gl. (4.19)) ergänzt dur
h eine zusätzli
hen Faktor:
En, 7(kn, r) =

1

6
· E7(kf , r)

∣
∣
kf→kn . (5.26)Wie für die Asymmetrieenergie trägt hier neben dem gekreuzten Fo
kdiagramm au
h dasungekreuzte bei und man erhält dur
h explizite Bere
hnung der beiden beitragenden Fo
k-graphen (Abb. 4.9 Mitte und links):

Ēn, 8(kn, r) = − g4
Am6

π

(4πfπ)4∆u3
n

∫ un

0

dx [G2
S,r(x, un) + 2G2

T,r(x, un)] . (5.27)



5.2 Neutronenmaterie 675.2.2 AuswertungNimmt man alle Einzelbeiträge zusammen, so lässt si
h die Zustandsglei
hung für Neutro-nenmaterie, analog zu Gl. (4.41) bzw. zu Gl. (5.16), s
hreiben als:
Ēn, total(kn, Λ) = Bn, 3(Λ)

k3
n

M2N + Bn, 5(Λ)
k5

n

M4N +
8∑

i=0

Ēn, i(kn, Λ) . (5.28)Die Kopplungskonstanten der Kontaktterme sind die bereits in Gl. (5.16) verwendeten und,wie dort, greifen wir uns zur Auswertung die Monopolmasse Λ0 heraus.Aus Gl. (5.18), die die Asymmetrieenergie an der Sättigungsdi
hte auf den Wert von
Ā(kf,0) = 33.2MeV �xiert, ist der Koe�zient Bn, 5 in Abhängigkeit von Bn, 3 festgelegt.Wie angekündigt, wollen wir Bn, 3 dur
h Verglei
he mit anderen Ergebnissen für Neutro-nenmaterie anpassen. Dazu wählen wir die Resultate aus [44℄, wo eine Variationsmethodemit einer di
hteabhängigen M3Y-We
hselwirkung und einem nullrei
hweitigen Potentialeingesetzt wird. Die Werte stimmen sehr gut mit denen aus [45℄ überein, wo das Argonne
v18-Potential zugrunde liegt.Sie wurden nun für Di
hten bis ρn = 0.25 fm−3 jeweils von unseren entspre
henden Wertenfür die Energie pro Neutron abgezogen und die Di�erenzen wurden (gemäÿ dem normalenGauÿs
hen Fehlerfortp�anzungsgesetz) quadriert, aufsummiert und minimiert. Man erhältdamit:

Bn, 3(Λ0) ≈ −1.02
Gl. (5.18)−→ Bn, 5(Λ0) ≈ 1.27 . (5.29)Leider ist das Ergebnis für die Zustandsglei
hung von Neutronenmaterie alles andere alszufriedenstellend, wie Abb. 5.1 verdeutli
ht.Deshalb führen wir das glei
he Verfahren zur Festlegung von Bn, 3 no
h mit anderen Ver-glei
hswerten aus Monte-Carlo-Simulationen [46℄ dur
h. Diese liegen systematis
h unter-halb von den bisher verwendeten aus [44℄ und [45℄ und sind au
h no
h etwas kleiner alsdie aus [47℄, wo Teil
hen-Teil
hen und Lo
h-Lo
h Ringdiagramme bis in alle Ordnungenaufsummiert werden. Mit den Werten für Neutronenmaterie aus [46℄ bekommt man:

Bn, 3(Λ0) ≈ −0.61
Gl. (5.18)−→ Bn, 5(Λ0) ≈ −1.71 . (5.30)Der attraktive Kontaktterm in k3

f ist im Verglei
h zu den Werten aus Gl. (5.29) abge-s
hwä
ht. Der Beitrag in k5
f ist jetzt ni
ht mehr repulsiv sondern attraktiv. In Abb. 5.1zeigt si
h, dass diese Anpassung an [46℄ (s
hwarz dur
hgezogene bzw. gestri
helte Kurve)zwar etwas besser zu funktionieren s
heint als die erste an Werte aus [44℄ (blau gestri
h-punktete bzw. gepunktete Kurve), aber der Berei
h und die Anzahl der Verglei
hswerte isthier au
h kleiner.Lässt man Bn, 3(Λ) probehalber frei variieren, so zeigt si
h, dass sogar der qualitative Kur-venverlauf äuÿerst stark von diesem Koe�zienten abhängt.Nun wollen wir denno
h die Auswertung der Asymmetrieenergie mit den ermittelten Pa-rametern Bn, 3 und Bn, 5 fortsetzen und abs
hlieÿen. In Abb. 5.2 ist die zu den Werten in
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Abbildung 5.1: Energie pro Teil
hen von Neutronenmaterie in Abhän-gigkeit von der Di
hte. Die rote gestri
hpunktete Kurve zeigt unser Er-gebnis für die Monopolmasse Λ0 beim Fehlen jegli
her Kontaktterme,wel
he aber o�ensi
htli
h benötigt werden. Die blaue gestri
hpunkteteLinie stellt den Verlauf mit den Kopplungskonstanten aus Gl. (5.29) darund die gepunktete Linie zeigt explizit die zur Anpassung in Gl. (5.29)verwendeten Verglei
hswerte aus [44℄ (Basu). Analog gibt die s
hwar-ze dur
hgezogene Linie die Kurve mit den Kopplungskonstanten ausGl. (5.30) wieder und die s
hwarze gestri
helte Linie zeigt die zur An-passung in Gl. (5.30) benutzten Verglei
hswerte aus [46℄ (Carlson).Gl. (5.29) (blau gestri
helte Kurve) bzw. in Gl. (5.30) (s
hwarz dur
hgezogene Kurve) ge-hörige Asymmetrieenergie in Abhängigkeit von der Di
hte gezeigt. Zum Verglei
h ist au
hdie Asymmetrieenergie gemäÿ [48℄ (grün gepunktete Kurve) eingezei
hnet. Dort wurde mitBrü
kner-Hartree-Fo
k Methoden und dem Argonne v14-NN-Potential gearbeitet. Die zu-gehörige Kurve liegt unterhalb des von uns erhaltenen Verlaufs. Allerdings verfehlt sie au
hden empiris
hen Wert von etwa 33.2MeV an der Sättigungsdi
hte. Dies gilt ebenfalls fürdie ni
ht eingezei
hneten Resultate aus [47℄, die hervorragend mit den eingetragenen aus[48℄ übereinstimmen.
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Abbildung 5.2: Asymmetrieenergie als Funktion der Di
hte mit denKopplungskonstanten aus Gl. (5.29) (blau gestri
helt, Neutronenmateriean Basu-Werte angepasst) bzw. Gl. (5.30) (s
hwarz dur
hgezogen, Neu-tronenmaterie an Carlson-Werte angepasst). Zum Verglei
h ist au
h derVerlauf aus [48℄ (grün gepunktet, Zuo-Werte) dargestellt. Die rote ge-stri
hpunktete Kurve, die für die gewählte Monopolmasse Λ0 auf jegli-
he Kontaktterme verzi
htet zeigt deren Notwendigkeit auf, analog zuAbb. 5.1 für Neutronenmaterie.
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Kapitel 6
Das e�ektive Einteil
henpotential
Da unsere bisherigen Re
hnungen gerade für die Bindung von isospin-symmetris
her Kern-materie gute Ergebnisse geliefert haben, wollen wir nun no
h die Eigens
haften eines einzel-nen Nukleons in Kernmaterie herausgreifen. Es bewegt si
h mit seiner mittleren kinetis
henEnergie unter dem Ein�uss eines e�ektiven Einteil
henpotentials, das nun explizit bere
h-net werden soll.Betra
hten wir ein willkürli
h ausgewähltes Nukleon in isospin-symmetris
her Kernma-terie. Das zugehörige e�ektive Einteil
henpotential lässt si
h allgemein aus der impuls-und di
hteabhängigen Selbstenergie des Nukleons ableiten. Diese bere
hnet si
h über denIn-Medium-Nukleonpropagator und berü
ksi
htigt die We
hselwirkungen der Nukleonenuntereinander (bis zu einer gewissen Ordnung), wobei das Pauli-Prinzip zu bea
hten ist.Es gibt jedo
h no
h eine alternative Mögli
hkeit, um das mittlere Feld in Kernmateriezu bestimmen. Diese erlaubt es, unsere bisherigen Re
hnungen zur Energie pro Teil
hen(vgl. Kap. 4) direkt zu nutzen. Die ges
hlossenen Diagramme, die dabei betra
htet wur-den, resultieren ja gerade aus dem S
hlieÿen der Nukleonlinie in Selbstenergiediagrammen.Umgekehrt ist es au
h mögli
h, dur
h Ö�nen eines ges
hlossenen Diagramms an einemMedieneins
hub wieder auf das Selbstenergiediagramm und damit auf das e�ektive Ein-teil
henpotential rü
kzus
hlieÿen. Im Folgenden wollen wir diesen Weg bes
hreiten.Die Vakuumgraphen aus Kap. 4 lassen si
h dur
h die Anzahl der Medieneins
hübe 
harak-terisieren. Ein Medieneins
hub kennzei
hnet gerade den Unters
hied des Nukleonpropaga-tors in Kernmaterie (hier bei der Temperatur T = 0) zu dem freien Nukleonpropagator (vgl.Gl. (4.5)), also die We
hselwirkung mit anderen Nukleonen. Die Anzahl der Medieneins
hü-be kann demzufolge als die Anzahl der an der betra
hteten We
hselwirkung teilnehmendenNukleonen interpretiert werden. 1 In diesem Sinn lässt si
h die Energiedi
hte (hier bis in1Andererseits kann z.B. ein Diagramm mit drei Medieneins
hüben au
h als Zweikörperterm mit Pauli-geblo
ktem Zwis
henzustand angesehen werden.
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henpotentialDrei-Loop-Ordnung) formal ordnen:
ε[d] =

∫

d3~p1 K1 d(~p1) +

∫

d3~p1 d3~p2 K2 d(~p1) d(~p2) +

∫

d3~p1 d3~p2 d3~p3 K3 d(~p1) d(~p2) d(~p3)

+

∫

d3~p1 d3~p2 d3~p3 d3~p4 K4 d(~p1) d(~p2) d(~p3) d(~p4) . (6.1)Im Folgenden bezei
hnen wir stets den Betrag des räumli
hen Impulses mit p := |~p | (undmeinen mit p also ni
ht den Viererimpuls).Der Einkörperkern K1 = 4Tkin(|~p1|) umfasst ledigli
h die kinetis
he Energie, versehen miteinem Faktor 4, wel
her die Spin- und Isospinfreiheitsgrade des Nukleons zählt. Zusammenmit relativistis
hen Korrekturen gilt:
Tkin(p) =

p2

2MN − p4

8M3N +
p6

16M5N + . . . . (6.2)Die Kerne K2 und K3 sind die Zwei- und Dreikörperterme, die mit den ges
hlossenen Dia-grammen mit zwei und drei Medieneins
hüben aus Kap. 4 korrespondieren. Dort wurdeau
h bereits darauf hingewiesen, dass in der betra
hteten Drei-Loop-Näherung die Vier-körperbeiträge, also die Graphen mit vier Medieneins
hüben, rein imaginär sind. Sie sinddem Kern K4 zugeordnet, wel
her proportional zu δ3(~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4) ist.In Gl. (6.1) bezei
hnen die d(~pj), j ∈ {1, . . . , 4}, die Zustandsdi
hte im Impulsraum. Setztman dafür d(pj) = Θ(kf − pj)/(2π)3, also die Zustandsdi
hte eines gefüllten Fermisees ein,so erhält man gerade die Energiedi
hte von Kernmaterie im Grundzustand: ε = ρĒ(kf). DieZustandsdi
hte ist dabei so normiert, dass die Nukleonendi
hte wie übli
h ρ = 2k3
f/(3π2)lautet.Soweit bes
hreibt Gl. (6.1) nur das Bekannte aus Kap. 4. Der Vorteil ist jedo
h, dass manmit dieser allgemeinen S
hreibweise der Energiedi
hte au
h auf das e�ektive Einteil
hen-potential zugreifen kann. Dazu muss man ledigli
h die Zustandsdi
hte etwas abändern:

d(pj) =
Θ(kf − pj)

(2π)3
→ d(~pj) =

Θ(kf − pj)

(2π)3
+ η δ3(~p − ~pj) . (6.3)Dem Fermisee wird so ein Testnukleon mit festem Impuls ~p zugefügt, was gewissermaÿendem Aufs
hneiden eines Diagramms entspri
ht. η ist als ± das inverse (unendli
he) Volu-menelement zu identi�zieren und ents
heidet, ob es si
h um ein Teil
hen (Vorzei
hen +und p > kf) oder um ein Lo
h (Vorzei
hen − und p < kf) handelt.Bere
hnet man mit der veränderten Zustandsdi
hte aus Gl. (6.3) nun das Energiedi
hte-funktional aus Gl. (6.1), so ergibt si
h: 2

ε = ρĒ(kf) + 4 η [Tkin(p) + U(p, kf ) + iW (p, kf)] . (6.4)2Die Λ-Abhängigkeit ist hier ni
ht explizit mit anges
hrieben.



73Der erste Term der re
hten Seite ist die bekannte Grundzustandsenergiedi
hte (vgl. Kap. 4).Der zweite Summand resultiert aus der Einführung des Testnukleons, wobei mit dem Faktor
4 wieder die mögli
hen Spin- und Isospineinstellungen berü
ksi
htigt sind. Gemäÿ derEinteilung der We
hselwirkungskerne in Gl. (6.1), lassen si
h der Real- und Imaginärteildes Einteil
henpotentials in Zwei-, Drei- und Vierkörperbeiträge (jeweils in den Indizesunters
hieden) zerlegen:

U(p, kf) = U2(p, kf) + U3(p, kf) ,

W (p, kf) = W2(p, kf) + W3(p, kf) + W4(p, kf) .Mit Gl. (6.3) und Gl. (6.4) ist direkt eine Konstruktionsvors
hrift für das e�ektive Einteil-
henpotential gegeben: Wir setzen die Energiedi
hte für die glei
hen Diagramme wie inKap. 4 mit den Feynmanregeln in exakt glei
her Weise an. Die einzige Veränderung ist dieErsetzung von Gl. (6.3) im Medieneins
hub des Nukleonpropagators aus Gl. (4.5). Die Be-re
hnungen bereiten keine neuen S
hwierigkeiten. Aus dem Ergebnis jedes Einzelbeitrags�ltern wir s
hlieÿli
h den Term linear in η heraus (das �aufges
hnittene� Diagramm), divi-dieren diesen dur
h 4 ·η und erhalten den Beitrag des jeweiligen Diagramms zum e�ektivenEinteil
henpotential.Natürli
h kann man, ausgehend von den Beiträgen zum e�ektiven Einteil
henpotential,dur
h Integration über eine Fermikugel vom Radius kf (also dur
h S
hlieÿen der Diagram-me) wieder direkt auf die Energie pro Teil
hen (in glei
her Ordnung) zurü
kgreifen:
Ē(kf) =

3

k3
f

∫ kf

0

dp p2

[

Tkin(p) +
1

2
U2(p, kf) +

1

3
U3(p, kf)

]

. 3 (6.5)Die Imaginärteile der Beiträge zum e�ektiven Einteil
henpotential dürfen hier keine Rollespielen, da die Energie pro Teil
hen reell sein muss. Es gilt daher:
3

k3
f

∫ kf

0

dp p2

[
1

2
W2(p, kf) +

1

3
W3(p, kf) +

1

4
W4(p, kf)

]

= 0 . (6.6)Diese beiden Glei
hungen stellen einen sehr guten Test der Re
hnungen dar. An der Fer-mikante, p = kf , gibt es no
h einen weiteren Zusammenhang zwis
hen der Energie proTeil
hen und dem e�ektiven Einteil
henpotential: Das Hugenholtz-Van-Hove Theorem. DieFermienergie, also die volle Einteil
henenergie an der Fermikante, ist glei
h dem 
hemis
henPotential bei der Temperatur T = 0. Das 
hemis
he Potential ergibt si
h über allgemeine,thermodynamis
he Beziehungen als Ableitung der Energiedi
hte ρĒ(kf) na
h der Di
hte
ρ. Es gilt also:

Tkin(kf) + U(kf , kf) = Ē(kf) +
kf

3

∂Ē(kf)

∂kf
; W (kf , kf) = 0 . (6.7)3Die Faktoren 1/2 und 1/3 berü
ksi
htigen kombinatoris
he Faktoren. Aus dem S
hlieÿen der Nukleonli-nie eines Selbstenergiediagramms resultieren beispielsweise drei topologis
h äquivalente Vakuumdiagrammemit drei Medieneins
hüben.
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henpotentialAm Sättigungspunkt von Kernmaterie, kf = kf,0, vers
hwindet die Ableitung und Gl. (6.7)vereinfa
ht si
h zu:
Tkin(kf,0) + U(kf,0, kf,0) = Ē(kf,0) . (6.8)Dieser Zusammenhang ist etwas einfa
her na
hzuprüfen als Gl. (6.5) und wurde als explizi-ter Test unserer Re
hnungen für das e�ektive Einteil
henpotential benutzt. 4 Im folgendenAbs
hnitt stellen wir unsere Ergebnisse für dieses vor.6.1 Realteile der einzelnen BeiträgeUm die Einzelbeiträge mit dem jeweiligen Term der Energie pro Teil
hen in Kap. 4 in Ver-bindung bringen zu können, verwenden wir die glei
hen Indizes wie in früheren Kapiteln.Au
h die dortigen Abkürzungen, wie z.B. u := kf/mπ, setzen wir na
h wie vor ein. Zu-sätzli
h bietet si
h die De�nition x := p/mπ an. Die Abhängigkeit von Λ kennzei
hnen wirni
ht mehr explizit im Argument der einzelnen Terme.Es sei no
h darauf hingewiesen, dass die folgenden Formeln si
h im Zweifelsfall auf einenLo
hzustand beziehen, also auf ein aus dem Fermisee entferntes Teil
hen mit dem Impuls

0 ≤ p ≤ kf .6.1.1 Ein-Pion-Austaus
hDas Fo
kdiagramm mit zwei Medieneins
hüben (in Abb. 4.4 re
hts) liefert folgenden Zwei-körperanteil zum Einteil
henpotential:
Ū1(kf , x) =

3g2
Am3

π

(4πfπ)2

{

arctan(u + x) + arctan(u − x)

+
1 − 3r2

2r3
[arctan(r(u + x)) + arctan(r(u − x))]

−1 + u2 − x2

4x
ln

1 + (u + x)2

1 + (u − x)2
− 1 − 2r2 − r4(u2 − x2)

4r4x
ln

1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2

+
m2

π

16M2N[ 2(1 − r2)u

r4(1 + 2r2(u2 + x2) + r4(u2 − x2)2)
· [3 − r2(2 − 5u2 − 7x2)

−4r4(x2(1 − x2) + u2(1 + x2)) − 2r6(u2 − x2)2]

−2(1 + 4x2)[arctan(u + x) + arctan(u − x)]

−3 − r2(5 − 4(1 − 3r2)x2)

r5
[arctan(r(u + x)) + arctan(r(u − x))]

+

(
u4

x
+ 2u2x − 3x3

)

·
(

ln
1 + (u + x)2

1 + (u − x)2
− ln

1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2

)]}

. (6.9)4Ein Vorteil von Gl. (6.7) und Gl. (6.8) ist ferner, dass sie au
h für jeden einzelnen Beitrag als Testherangezogen werden können.



6.1 Realteile der einzelnen Beiträge 756.1.2 Iterierter Ein-Pion-Austaus
hS
hneidet man die ges
hlossenen Vakuumdiagramme in Abb. 4.5 an einem Medieneins
hubauf, so bekommt man, entspre
hend der Anzahl der Medieneins
hübe, Zwei- bzw. Dreikör-perbeiträge zum e�ektiven Einteil
henpotential.Das Hartreediagramm mit zwei Medieneins
hüben (in Abb. 4.5 links) liefert folgenden Bei-trag:
Ū2(kf , x) =

g4
AMNm4

π

(4π)3f 4
π

{

(4u3 + 6u2x − 2x3 + 3x)(1 + r2) + 6x

2(1 − r2)x
[arctan(u + x)

− arctan(r(u + x))]

−(4u3 − 6u2x + 2x3 − 3x)(1 + r2) − 6x

2(1 − r2)x
[arctan(u − x) − arctan(r(u − x))]

−7 + r2 + (15 + 9r2)(u2 − x2)

8(1 − r2)x
ln

1 + (u + x)2

1 + (u − x)2

+
1 − 7r2 + 35r4(1 + r2) + 3(u2 − x2)r2(−1 + 15r2 + 45r4 + 5r6)

64r5(1 − r2)x

· ln 1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2
− 3(1 + r) − 10r2 + 78r3 − 25r4 + 15r5

16r3(1 + r)
u

+
(1 − r2)2(1 − r2x(u − x))

16r5x(1 + r2(u − x)2)
− (1 − r2)2(1 + r2x(u + x))

16r5x(1 + r2(u + x)2)

}

. (6.10)
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henpotentialAnalog entspri
ht dem Fo
kdiagramm mit zwei Medieneins
hüben (in Abb. 4.5 zweites vonlinks): 5
Ū3(kf , x) =

g4
AMNm4

π

(4π)3f 4
π

{[∫ u−x
2

0

dξ 2+

∫ u+x
2

u−x
2

dξ
u2 − (2ξ − x)2

4xξ

]
6ξ

1 + 2ξ2

·
[
1 + 8ξ2 + 8ξ4

2(1 + 2ξ2)
arctan ξ − (1 − r2)2(1 + 4ξ2)

2(1 + 2ξ2)(1 + r2(1 + 4ξ2))2
arctan(2ξ)

+ξ(1 − r2)

(
1

1 + r2(1 + 4ξ2)
+

1 + r2(1 + 4ξ2)

(1 + r2(1 + 4ξ2))2 − 4r2

)

+

(
(1 − r2)2

4r2(1 + 2r2ξ2)3
+

1 + 2r4ξ2

2(1 + 2r2ξ2)2

)

(arctan(2rξ) − arctan(rξ))

+(1 + 2ξ2) arctan(rξ) − 1 + r4(1 + 4ξ2)

(1 + r2(1 + 4ξ2))2
arctan(2rξ)

+

(

1 + 2ξ2 − 1 + r4(1 + 4ξ2)

(1 + r2(1 + 4ξ2))2

)(

arctan
4r2ξ

1 − r2(1 − 4ξ2)

− arctan
2rξ

1 + r
− arctan

2rξ

1 − r

)

+
ξ

r
(1 − r2)

(
4r2ξ2(r2 − 2) + 5r2 − 9

16(1 + r2ξ2)2
− 1 + r2ξ2(1 + r2)

(1 + 2r2ξ2)2

+
1

1 + r2(1 + 4ξ2)
− 2r2

(1 + r2(1 + 4ξ2))2 − 4r2

)]}

. (6.11)Das Hartreediagramm mit drei Medieneins
hüben (zweites von re
hts in Abb. 4.5) korres-5Dur
h den Ansatz über die Feynmanregeln erhält man die Form
Ū3(kf , x) =

∫

d3~p1 Θ(kf − |~p1|) f(ξ) ,wobei ~ξ = ~p1

2mπ
− ~x

2 , ξ := |~ξ| und x := |~x|. Mit d3~p1 Θ(kf − |~p1|) = d3~ξ 8m3
π Θ(u

2 − |~ξ + ~x
2 |) folgt dann:

Ū3(kf , x) =

∫

d3~ξ 8m3
π Θ(

u

2
− |~ξ +

~x

2
|) f(ξ)

= 2π

∫ 1

−1

dγ

∫
−

x
2

γ+

q

x2

4
(γ2−1)+ u2

4

0

dξ ξ2f(ξ)

= 2π

(∫ u−x
2

0

dξ

∫ 1

−1

dγ +

∫ u+x
2

u−x
2

dξ

∫ 1

x2
−u2+4ξ2

4ξx

dγ

)

ξ2f(ξ) .Der letzte S
hritt beinhaltet ledigli
h das Umdrehen der Integrationsreihenfolge. Die Ausführung der γ-Integrationen in den Doppelintegralen ist nun trivial und es folgt die in Gl. (6.11) gezeigte Darstellung.



6.1 Realteile der einzelnen Beiträge 77pondiert mit folgendem Dreikörperbeitrag zum Potential:
Ū4(kf , x) =

6g4
AMNm4

π

(4πfπ)4

∫ 1

−1

dy

{[

2uxy + (u2 − x2y2) ln
u + xy

u − xy

] (6.12)
·
[
1 + r2

1 − r2

(

ln(1 + r2s2) − ln(1 + s2)

)

+
s2

6(1 + s2)(1 + r2s2)3

(

3(1 + r2)

·(2 + (1 + 5r2)s2) + r2(3 + 25r2 + 7r4 + r6)s4 + r4(1 + 10r2 + r4)s6

)]

+

∫ s−xy

−xy

dξ

(1 − r2)4(xy + ξ)5

[

2uξ + (u2 − ξ2) ln u+ξ
u−ξ

]

[1 + (xy + ξ)2]2[1 + r2(xy + ξ)2]4

+

∫ u

0

dξ
2ξ2

x
ln

∣
∣
∣
∣

x + ξy

x − ξy

∣
∣
∣
∣

·
[
(1 + r2)

1 − r2

(

ln(1 + r2σ2) − ln(1 + σ2)

)

+
σ2

6(1 + σ2)(1 + r2σ2)3

(

3(1 + r2)

·(2 + (1 + 5r2)σ2) + r2(3 + 25r2 + 7r4 + r6)σ4 + r4(1 + 10r2 + r4)σ6

)]}

,wobei weiterhin die De�nitionen s := xy+
√

u2 − x2 + x2y2 und σ := ξy+
√

u2 − ξ2 + ξ2y2gelten.Dem Fo
kdiagramm mit drei Medieneins
hüben (in Abb. 4.5 re
hts) entspri
ht der Term
Ū5(kf , x) =

3g4
AMNm4

π

(4πfπ)4

{

G2
r(x, u)

8x2
+

∫ u

0

dξ Gr(ξ, u)

[
(1 − r2)(1 + r2(x2 − ξ2))

(1 + r2(ξ − x)2)(1 + r2(ξ + x)2)

+
1 − ξ2 + x2

4xξ

(

ln
1 + r2(ξ + x)2

1 + r2(ξ − x)2
− ln

1 + (ξ + x)2

1 + (ξ − x)2

)]

−1

4

∫ 1

−1

dy

∫ 1

−1

dz
yzΘ(y2 + z2 − 1)

|yz|
√

y2 + z2 − 1

[
(1 − r2)s2

1 + r2s2
− ln(1 + s2) + ln(1 + r2s2)

]

·
[
(1 − r2)t2

1 + r2t2
− ln(1 + t2) + ln(1 + r2t2)

]

−
∫ u

0

dξ
ξ2

x

∫ 1

−1

dy

[
(1 − r2)σ2

1 + r2σ2
− ln(1 + σ2) + ln(1 + r2σ2)

]

[−4xyξr2(1 − r2)(1 + r2(x2 − ξ2))

A2(A2 + 4y2ξ2r2)
+

1

B
ln

|xB + (x2 − ξ2 − 1)yξ|
|xB − (x2 − ξ2 − 1)yξ|

−r2A2 + (1 − r2)[1 + r2(x2 − 2y2ξ2 + ξ2)]

A3
ln

|xA + ((x2 − ξ2)r2 − 1)yξ|
|xA − ((x2 − ξ2)r2 − 1)yξ|

]}

,(6.13)
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henpotentialmit A :=
√

[1 + r2(x2 − ξ2)]2 + 4r2ξ2(1 − y2) und B := A(r = 1). Die Funktion Gr wurdebereits in Gl. (4.17) de�niert.
6.1.3 Irreduzibler Zwei-Pion-Austaus
h mitbis zu zwei virtuellen ∆(1232)-AnregungenDer Beitrag des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes zur Energie pro Teil
hen, dargestelltin Abb. 4.6-4.8, korrespondiert mit einem Zweikörperbeitrag zum e�ektiven Einteil
henpo-tential von:

Ū6(kf , p) =
1

2π3

∫ Λ+mπ

2mπ

dµ Im(VC + 3WC + 2µ2VT + 6µ2WT )

{

µkf +
2k3

f

15µ3
(3k2

f + 5p2)

−
2k3

f

3µ
− µ2 arctan

kf + p

µ
− µ2 arctan

kf − p

µ

+
µ

4p
(µ2 + k2

f − p2) ln
µ2 + (kf + p)2

µ2 + (kf − p)2

}

. (6.14)Dieser Term wurde wieder über die Dispersionsdarstellung der T-Matrix der Nukleon-Nukleon-Streuung abgeleitet.Zu betonen ist, dass hier, in Einklang mit Gl. (4.38), zusätzli
he Kontaktterme ins Spielkommen können, so dass allgemein gilt:
Ūirr.2π(kf , p) = 2B̄3(Λ)

k3
f

M2N + B̄5(Λ)
k3

f

3M4N (3k2
f + 5p2) + Ū6(kf , p) . (6.15)

6.1.4 Dreikörperterme des Zwei-Pion-Austaus
hes miteiner virtuellen ∆(1232)-AnregungDie Dreikörperbeiträge zum mittleren Feld stehen in Verbindung mit den Feynmandia-grammen in Abb. 4.9, die die zugehörige Energie pro Teil
hen bes
hreiben. Es ergibt si
h



6.2 Der Imaginärteil des Einteil
henpotentials 79für das Hartreediagramm (in Abb. 4.9 links):
Ū7(kf , x) =

g4
Am6

π

(2πfπ)4∆

{

u2

12(1 + 4r2u2)r2[1 + 2r2(u2 + x2) + r4(u − x)2(u + x)2]2

·
(

3r8(3 + r2)(1 + 3r2)u10 − r6(−35 + 10r2 − 179r4 + 24r2x2 + 96r4x2

+72r6x2)u8 + r4(13 − 62r2 + 385r4 − 5r2x2 + 70r4x2 − 305r6x2

+18r4x4 + 108r6x4 + 162r8x4)u6 − r2(19 + 22r2 − 305r4 + 50r2x2

+20r4x2 − 214r6x2 + 15r4x4 + 78r6x4 + 27r8x4 + 48r8x6 + 144r10x6)u4

+3(1 + r2x2)2(−2 + 34r4 − 3r2x2 + 2r4x2 + 17r6x2 − r4x4 + 2r6x4

+15r8x4)u2 + 12r2(1 + r2x2)4

)

+
(5 + 3r2)u3

1 − r2
[arctan(u + x) + arctan(u − x) + arctan(2u)]

+
(1 − 5r2(3 + 9r2 + r4))u3

8r3(1 − r2)
[arctan(r(u + x)) + arctan(r(u − x))

+ arctan(2ur)] +
1 + 3(3 + r2)u2

4(1 − r2)
[ln(1 + 4r2u2) − ln(1 + 4u2)]

+
(3 + r2 + 2(1 + r2)(u2 − x2))u3

2(1 − r2)x
[ln

1 + r2(u + x)2

1 + r2(u − x)2
− ln

1 + (u + x)2

1 + (u − x)2
]

}

.(6.16)Wie für die Energie pro Teil
hen in isospin-symmetris
her Kernmaterie liefert au
h hiernur das gekreuzte Fo
kdiagramm (in Abb. 4.9 Mitte) einen ni
ht-vers
hwindenden Beitrag:
Ū8(kf , x) = − g4

Am6
π

4∆(4πfπ)4x2

{

2G2
S,r(x, u) + G2

T,r(x, u)

+2

∫ u

0

dξ

(

2GS,r(ξ, u)
∂GS,r(ξ, x)

∂x
+ GT,r(ξ, u)

∂GT,r(ξ, x)

∂x

)}

. (6.17)Die Funktionen GI,r, I ∈ {S, R}, sind bereits aus Kap. 4 bekannt.6.2 Der Imaginärteil des Einteil
henpotentialsBis in Drei-Loop-Ordnung trägt nur der iterierte Ein-Pion-Austaus
h zum Imaginärteil desmittleren Kernpotentials bei. Bes
hränkt man si
h, wie in Abs
hnitt 6.1, auf ein Testlo
h,d.h. 0 ≤ p ≤ kf , so bes
hreibt der Imaginärteil ans
hauli
h mit τLoch = [2W (kf , p)]−1die endli
he Lebensdauer des Lo
hzustandes im Fermisee. Der zugehörige physikalis
he



80 Das e�ektive Einteil
henpotentialProzess ist die Energieumverteilung auf einen Lo
hzustand näher an der Fermikante mitzusätzli
her Teil
hen-Lo
h-Anregung.Die Bere
hnung der Einzelbeiträge verläuft ganz analog zu den Realteilen. Wir gehen hierjedo
h ni
ht näher auf den Imaginärteil des Einteil
henpotentials ein, sondern konzentrierenuns auf den Realteil, aus dem no
h weitere Einteil
heneigens
haften, wie z.B. die e�ektiveMasse ermittelt werden können.6.3 Auswertung des Realteils des e�ektiven Einteil
hen-potentialsSetzt man den gesamten Realteil aus allen, soeben bespro
henen Beiträgen zusammen,so treten - ganz analog zu isospin-symmetris
her Kernmaterie in Kap. 4 - wieder allge-meine Kontaktterme mit der glei
hen kf -Abhängigkeit wie beim irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
h auf:
Ūtotal(kf , x, Λ) = 2B3(Λ)

k3
f

M2N + B5(Λ)
k3

f

3M4N (3k2
f + 5p2) +

8∑

i=1

Ūi(kf , x, Λ) . (6.18)Die Koe�zienten sind, gemäÿ dem Hugenholtz-van-Hove Theorem, konsistent mit der allge-meinen Form der Energie pro Teil
hen in Gl. (4.41). In Abs
hnitt 4.6.2 wurden die Kopp-lungskonstanten B3(Λ) und B5(Λ) bereits so bestimmt, dass die Zustandsglei
hung vonisospin-symmetris
her Kernmaterie unter Zuhilfenahme der zugehörigen Kontaktterme fürjedes Λ reproduziert wird. Dementspre
hend können wir au
h hier ein beliebiges Λ auswäh-len. Wie bei den Betra
htungen der Asymmetrieenergie und der reinen Neutronenmaterieist si
her die Wahl, bei der die Kontaktterme gerade vers
hwinden am einfa
hsten. Wirwerten unsere Re
hnungen also im Folgenden für den Wert Λ0 = 1.15GeV aus. In diesemFall gilt einfa
h:
Ūtotal(kf , x, Λ0) =

8∑

i=1

Ūi(kf , x, Λ0) . (6.19)Abb. 6.1 zeigt zunä
hst das mittlere Feld in Kernmaterie für ein ruhendes Nukleon, d.h.
p = 0. Das Minimum liegt mit ρmin ≈ 0.163 fm−3 (kf,min ≈ 265MeV) auÿerordentli
h nahan der Sättigungsdi
hte von Kernmaterie, ρ0 = 0.158 fm−3 (kf,0 = 262MeV).Zu der Potentialtiefe von Ūtotal,min(kf,min, 0, Λ0) ≈ −64.6MeV tragen die 
hiralen Ordnun-gen wie folgt bei:̄

Utotal,min(kf,min, 0, Λ0) ≈ (26.95 − 108.63 + 17.1)MeV .

k3
f k4

f k5
fEine no
h detailliertere Aufs
hlüsselung in die Einzelbeiträge ergibt:

Ūtotal,min(kf,min, 0, Λ0) ≈ (26.95 − 151.28 − 19.76 + 65.23 − 2.82 + 2.59 + 22.80 − 8.27)MeV .1π H2 F2 H3 F3 irr.2π 3N-H 3N-F
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Abbildung 6.1: Der Realteil Ūtotal(kf , 0, Λ0) des e�ektiven Einteil
hen-potentials für ein ruhendes Nukleon in Abhängigkeit von der Nukleonen-di
hte.
Im Verglei
h zu unserem Ergebnis von Ūtotal,min(kf,min, 0, Λ0) ≈ −64.6MeV ergeben relati-vistis
he Dira
-Brü
kner Kalkulationen mit dem Bonn A-NN-Potential (siehe [49℄) eine Po-tentialtiefe von 
a.−80MeV. Andere Bere
hnungen mit Hilfe der Paris NN-We
hselwirkung(vgl. [50℄) liefern um die −55MeV, was au
h ungefähr der in S
halenmodellre
hnungen ver-wendeten Potentialtiefe (siehe [3℄) entspri
ht.Nun wollen wir no
h die Impulsabhängigkeit des e�ektiven Einteil
henpotentials untersu-
hen. Dazu setzen wir den Fermiimpuls auf kf,0 = 262MeV fest - wir betra
hten also die Si-tuation von Ūtotal(kf,0, p, Λ0) bei Sättigungsdi
hte, ρ0 = 0.158 fm−3. Das Testnukleon sei ausdem Fermisee mit dem Impuls 0 ≤ p ≤ kf,0 entnommen. Es handelt si
h also um ein Test-lo
h, das in Abhängigkeit von seinem Impuls p (äquivalent zu x = p/mπ) das in Abb. 6.2gezeigte mittlere Feld spürt. Dieses startet für x = 0 bei Ūtotal(kf,0, 0, Λ0) ≈ −64.5MeV, waskonsistent mit dem entspre
henden Wert in Abb. 6.1 ist. Dann steigt es stark ab�a
hendan, kehrt für p → 262MeV wieder lei
ht um und endet mit Ūtotal(kf,0, 262 MeV, Λ0) ≈
−52.5MeV.Die Gesamtkurve, die sowohl das e�ektive Einteil
henpotential als au
h die kinetis
heEnergie umfasst, wä
hst monton mit dem Nukleonimpuls an und errei
ht an der Fermi-kante, p = 262MeV, den Wert −16.8MeV. Hier kann man unmittelbar sehen, dass dasHugenholtz-van-Hove Theorem, Gl. (6.8), erfüllt ist.Natürli
h könnte man au
h die stetige Fortsetzung von Ūtotal(kf,0, p, Λ0) für p > kf,0 no
hbetra
hten. Wir unterlassen dies jedo
h, da der Nukleonimpuls p dann s
hon so groÿ ist,
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Abbildung 6.2: Der Realteil Ūtotal(kf,0, p, Λ0) des e�ektiven Einteil
hen-potentials bei der Sättigungsdi
hte ρ0 = 0.158 fm−3 (kf,0 = 262MeV) alsFunktion des Nukleonenimpulses, 0 ≤ p ≤ kf (dur
hgezogene Linie). Esgilt x = p/mπ. Die gestri
helte Linie beinhaltet zusätzli
h die kinetis
heEnergie aus Gl. (6.2).dass die Gültigkeit der 
hiralen Störungstheorie bezweifelt werden muss. 66.4 Die e�ektive NukleonmasseÜber das e�ektive Einteil
henpotential kann man auf eine weitere Gröÿe s
hlieÿen, näm-li
h auf die e�ektive Nukleonmasse. Sie ist maÿgebli
h bestimmt dur
h die Steigung desRealteils des Einteil
henpotentials (bei Sättigungsdi
hte) in Abhängigkeit vom Impuls:
1

M∗N(p)
=

1

p

∂
[
Tkin(p) + Ūtotal(kf,0, p, Λ)

]

∂p
(6.20)

=
1

MN [1 − p2

2M2N +
3p4

8M5N +
MN
p

∂Ūtotal(kf,0, p, Λ)

∂p

]

. (6.21)In der zweiten Zeile wurde Gl. (6.2) für die kinetis
he Energie eingesetzt.Bei niedrigen, aber endli
hen Temperaturen sind die e�ektiven Einteil
hen-Eigens
haftenan der Fermikante bestimmend für das gesamte Verhalten der Kernmaterie. Wertet man6Au
h einige der Integrale in Abs
hnitt 6.1 sind, wie erwähnt, auf 0 ≤ p ≤ kf ausgelegt und müsstenfür p > kf teilweise modi�ziert werden.



6.4 Die e�ektive Nukleonmasse 83demzufolge Gl. (6.20) wieder für Λ0 an der Fermikante, p = 262MeV, aus, so erhält mandort: 7
M∗N(kf,0) ≈ 1.07MN . (6.22)Dieser Wert ist zu groÿ. Anderen Re
hnungen zufolge würde man eine gegenüber der freienNukleonmasse MN reduzierte e�ektive Masse erwarten: Hartree-Fo
k-Bere
hnungen mit ei-ner M3Y-We
hselwirkungen (vgl. [51℄) ergeben M∗N(kf,0) ≈ (0.64 . . . 0.7)MN; eine Analysevon experimentellen Daten im Rahmen von ni
htrelativistis
hen S
halen- bzw. optis
henModellen (siehe [52℄) liefert M∗N(kf,0) ≈ (0.7 . . . 0.8)MN.Das Problem unserer Re
hnung ist, dass das e�ektive Einteil
henpotential für Impulse naheder Fermikante wieder lei
ht abfällt (vgl. Abb. 6.2). Hö
hstwahrs
heinli
h könnte die Ein-führung zusätzli
her kleiner und impulsabhängiger Kontaktterme Abhilfe s
ha�en dur
hdie Parametrisierung von no
h verna
hlässigter, kurzrei
hweitiger Dynamik auÿerhalb der
hiralen Störungstheorie. Gemäÿ dem Hugenholtz-van-Hove Theorem müssten diese dannau
h in isospin-symmetris
her Kernmaterie einbezogen werden.Auÿerdem mö
hten wir no
h darauf hinweisen, dass die empiris
hen Werte selbst mit Un-si
herheiten behaftet sind und es mögli
herweise bereits genügt, unsere Re
hnungen anlei
ht vers
hobene Werte anzupassen. Da die Einzelbeiträge einigermaÿen sensibel dar-auf reagieren, könnte diese kleine Veränderung evtl. s
hon das s
hwa
he �Umkehren� desPotentials verhindern. Gerade eine kleine Änderung des Parameters B5(Λ), wel
her einer

p2-abhängigen Kontaktwe
hselwirkung zugeordnet ist, kann s
hon ents
heidend sein. Derunbefriedigende Wert der e�ektiven Masse muss also no
h keinesfalls ein Versagen unsererÜberlegungen bedeuten.

7Die partielle Ableitung des e�ektiven Einteil
hen-Potentials wurde zur Abs
hätzung an der Fermikantedur
h einen Di�erenzenquotienten genähert.
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Kapitel 7Chirales KondensatIn Abs
hnitt 2.4 wurde das 
hirale Kondensat als Maÿ für die spontane Bre
hung der
hiralen Symmetrie vorgestellt und für einen Groÿteil der Nukleonmasse verantwortli
hgema
ht (vgl. Gl. (2.25)).Wie angekündigt, wollen wir nun den Beitrag der Ein-Pion- und Zwei-Pion-Austaus
htermezur Abhängigkeit des 
hiralen Kondensats von der Nukleonendi
hte näher untersu
hen. Diediskutierte Bere
hnung der Energie pro Teil
hen in isospin-symmetris
her Kernmateriebietet uns dazu eine einfa
he Mögli
hkeit, denn mit Gl. (2.24) ist bereits der folgendeZusammenhang gegeben (vgl. [53℄):
〈q̄q〉ρ
〈q̄q〉0

=
〈ūu + d̄d〉ρ
〈ūu + d̄d〉0

= 1 − ρ

2mπf 2
π

d(MN + Ē(kf))

dmπ
= 1 − ρ

2mπf 2
π

(
2σN
mπ

+
dE(kf)

dmπ

)

. (7.1)Im letzten Teil der Glei
hung wurde die De�nition des sogenannten σN-Term verwendet(mit m̄q = (mu + md)/2): 1,2
σN = m̄q

∂MN
∂m̄q

=
mπ

2

∂MN
∂m̄π

. (7.2)Dieser σN-Term bes
hreibt den Teil der Nukleonmasse MN, wel
her dur
h die explizite Sym-metriebre
hung, d.h. dur
h endli
he Quarkmassen erzeugt wird. Sein empiris
her Wert ausder Analyse von πN -Streudaten beträgt σN = (45 ± 8)MeV (siehe [54℄).Gl. (7.1) ma
ht deutli
h, dass das 
hirale Kondensat neben der Pionmasse au
h von anderenNiederenergiekonstanten, wie gA und fπ, abhängt. Dur
h die explizite Symmetriebre
hunghängen diese jedo
h au
h von den Quarkmassen bzw. der Pionmasse ab. Die entspre
hendenZusammenhänge sind nur sehr ungenau bekannt und wir berü
ksi
htigen diese implizitenAbhängigkeiten von der Pionmasse bzw. den Quarkmassen im Folgenden ni
ht.1Gelegentli
h �ndet man in Gl. (7.1) die skalare Di
hte ρs statt ρ im Koe�zienten von σN. In führenderOrdnung der Di
hte stimmen diese aber überein.2Für die Nukleonmasse stimmt die totale Ableitung mit der partiellen Ableitung na
h mπ überein. Vgl.die Fuÿnote hierzu in Abs
hnitt 2.4.



86 Chirales KondensatDie totale Ableitung der Energie pro Teil
hen na
h der Pionmasse beinhaltet dann zumeinen die partielle Ableitung na
h der explizit in den Einzelbeiträgen auftretenden Pion-masse. Zum anderen muss dur
h die Abhängigkeit des kinetis
hen Beitrags bzw. des iterier-ten Ein-Pion-Austaus
hes von der Nukleonmasse MN au
h der σN-Term no
hmals bea
htetwerden.Betra
htet man Gl. (7.1) nur bis zum führenden Term proportional zu σN, so nimmt das
hirale Kondensat linear in der Nukleonendi
hte ab, bis es bei 
a. 3ρ0 vers
hwindet (Re-stauration der 
hiralen Symmetrie). Die Wiederherstellung der 
hiralen Symmetrie hatgroÿe Konsequenzen für die Anwendbarkeit von 
hiraler Störungstheorie: Wenn das 
hiraleKondensat vers
hwindet gibt es keine Goldstonebosonen (Pionen) mehr. All unsere Über-legungen haben spätestens ab der zugehörigen Di
hte also keinen Sinn mehr.Dur
h die Hinzunahme der nä
hsten Terme erwartet man einen lei
ht gegenläu�gen Trendzur linearen Abnahme des Kondensats in der Di
hte, so dass die Wiederherstellung der
hiralen Symmetrie erst bei höheren Di
hten erfolgen sollte (z.B. bei etwa 4ρ0 in [55℄, sieheau
h [53℄).Dies wollen wir nun explizit für unsere Re
hnungen überprüfen. Die Einzelbeiträge zurEnergie pro Teil
hen in isospin-symmetris
her Kernmaterie sind aus Abs
hnitt 4.4 be-kannt. Wir wählen wieder die Monopolmasse Λ0 = 1.15GeV, für die wir keine Kontakt-terme zur Reproduktion der Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
her Kernmateriebenötigt haben. Dur
h diese zunä
hst einfa
h ers
heinende Wahl umgehen wir jedo
hni
ht das grundsätzli
he Problem, dass wir keine Kenntnis über die Abhängigkeit derKontaktterme von der Pionmasse mπ bzw. von den Quarkmassen besitzen. Der Zusam-menhang B3(Λ0) = B5(Λ0) = 0 bedingt nämli
h keinesfalls, dass au
h die Ableitungen von
B3(Λ0) und B5(Λ0) na
h der Quarkmasse vers
hwinden. Betra
htet man beispielsweise dasWale
ka-Modell mit dem Austaus
h von σ- und ω-Mesonen (vgl. z.B. Kap. 10 in [56℄), solässt si
h B3 ∝ − g2

σ

m2
σ

+ g2
ω

m2
ω
zuordnen. Für die Mesonenmassen gelten Zusammenhänge derForm mσ = m0

σ + cσ m̄q und mω = m0
ω + cω m̄q, wobei m0

σ/ ω die Massen im 
hiralen Limesbezei
hnen. Im Allgemeinen gilt cσ 6= 0, cω 6= 0 und damit dB3

dm̄q
6= 0, selbst wenn B3 = 0.Der Ein�uss der Kontaktterme auf das 
hirale Kondensat stellt also ein Problem dar, dawir ihn ni
ht abs
hätzen können und deswegen verna
hlässigen müssen. Im Folgenden ist esdeshalb ledigli
h mögli
h, den Ein�uss der expliziten Piondynamik ohne den der Kontakt-terme zu untersu
hen. Zudem erzeugt die Unsi
herheit des σN-Terms ein entspre
hendesFehlerband für die Di
hteabhängigkeit des 
hiralen Kondensats. Eine präzise Aussage überdiese können wir also ni
ht tre�en.Da die Rei
hweite einer We
hselwirkung indirekt proportional zur Masse des Austaus
h-teil
hens ist, prognostiziert man intuitiv für eine wa
hsende Pionmasse eine s
hwä
hereWe
hselwirkung. Für einen positiven, also repulsiven Energiebeitrag Ēi sollte si
h dem-na
h weniger Repulsion, d.h. ∂Ēi

∂mπ
< 0, ergeben und für einen negativen, d.h. attraktivenBeitrag sollte si
h weniger Attraktion, d.h. ∂Ēi

∂mπ
> 0, herausstellen (i ∈ {0, . . . , 8}). InTabelle 7.1 sind die entspre
henden Resultate aus unseren Re
hnungen an der Sättigungs-



87di
hte ρ0 = 0.158 fm−3 (kf = 262MeV) gezeigt. Unsere einfa
he Überlegung funktioniertBeitrag Ēi [MeV℄ ∂Ēi(kf,0,Λ0)

∂mπkin. Energie 21.64 -0.0150
1π-Austaus
h 13.63 -0.0503Iterierter 1π-Austaus
h:- Hartree mit 2 Med. -72.86 +0.2455- Fo
k mit 2 Med. -6.41 +0.0024- Hartree mit 3 Med. 19.06 -0.1227- Fo
k mit 3 Med. -1.46 +0.0107Irred. 2π-Austaus
h 4.63 -0.0295
2π-Austaus
h, 3N-Hartree 7.72 -0.0542
2π-Austaus
h, 3N-Fo
k -2.67 +0.0195
∑ -16.8 +0.0063Tabelle 7.1: Partielle Ableitungen der Einzelbeiträge zur Energie proTeil
hen na
h mπ.ihrzufolge für alle Beiträge. Die Tabelle zeigt die dominierende Rolle des iterierten Ein-Pion-Austaus
hes für die Variation des Kondensats auf (insbesondere wieder die des Har-treediagramms mit zwei Medieneins
hüben).Au
h der Wert der Ableitung von der Gesamtenergie pro Teil
hen an der Sättigungsdi
hte,

ρ0 ≈ 0.158 fm−3 bzw. kf,0 = 262MeV, na
h der Pionmasse folgt der ersten Intuition undist mit +0.0063 lei
ht positiv, wie man es von dem insgesamt attraktiven Term erwartenwürde. Bei der Sättigungsdi
hte �nden wir damit für das 
hirale Kondensat:
〈q̄q〉ρ0

〈q̄q〉0
≈ 0.6453 . (7.3)Betra
hten wir nun das 
hirale Kondensat in Abb. 7.1 als Funktion der Di
hte im Verglei
hzur Di
hteabhängigkeit, die nur aus dem führenden Term in σN resultiert (siehe Gl. (7.1)).Bis zur Sättigungsdi
hte stimmen die beiden Kurven sehr gut überein, d.h. die Piondyna-mik spielt hier kaum eine Rolle in der Variation des Kondensats mit der Di
hte. Sie senktledigli
h den Wert des 
hiralen Kondensats ganz lei
ht ab. Dies ist au
h verständli
h, dadie Energie pro Teil
hen für diese Di
hten negativ ist (vgl. Abb. 4.17) und die Attraktiongemäÿ den obigen, einfa
hen Überlegungen mit zunehmender Pionmasse abnimmt. FürDi
hten gröÿer als die Sättigungsdi
hte steigt der Ein�uss der Piondynamik stark an undsie wirkt der Wiederherstellung der 
hiralen Symmetrie entgegen. Es zeigt si
h sogar, dassdie Piondynamik in unserem Fall jegli
he Wiederherstellung der 
hiralen Symmetrie ver-hindert. 3Allerdings muss betont werden, dass bei groÿen Di
hten kurzrei
hweitige E�ekte3Dies ist im Verglei
h zu früheren Re
hnungen (vgl. [13, 14℄) eine deutli
he qualitative Veränderung.Mit der dort betra
hteten 
ut-o� Regularisierung förderte der Pionaustaus
h die 
hirale Restauration sogars
hon bei geringeren Di
hten als 3ρ0. Es ergab si
h dort ∂Ē

∂mπ
= +0.338.



88 Chirales Kondensatverstärkt hinzukommen und dass die gema
hten Aussagen vor allem ohne den Ein�ussder Kontaktterme getro�en wurden. Deren Abhängigkeit von der mittleren Quarkmas-se könnten die Aussagen sogar no
h umdrehen. Unter diesem Gesi
htspunkt müssen diediskutierten Ergebnisse deshalb stets sehr vorsi
htig betra
htet werden.
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Abbildung 7.1: Di
hteabhängigkeit des 
hiralen Kondensats gemäÿGl. (7.1) - zum einen auf den führenden Term proportional zu σN be-s
hränkt, zum anderen inklusive der Piondynamik.



Kapitel 8Zusammenfassung
Betra
htet man mit der Pionmasse mπ ≈ 135MeV und dem Fermiimpuls kf ≃ 2mπ dierelevanten, kleinen Skalen in Kernmaterie in der Nähe der Sättigung, so wird s
hnell deut-li
h, dass die Pionen als lei
hte, aktive Freiheitsgrade eine groÿe Rolle zur Erklärung derSättigung spielen. Deshalb wurden in der vorliegenden Diplomarbeit vielverspre
hendeRe
hnungen (vgl. [13, 14, 15, 16, 17, 18℄) auf der Basis von expliziter 
hiraler Piondynamikweiterentwi
kelt.Neben mπ und kf stellt au
h der Massenunters
hied ∆ zwis
hen der ∆(1232)-Anregungdes Nukleons und der Nukleonmasse eine kleine Skala im Verglei
h zu den groÿen Skalen
Λχ ≃ 4πfπ ≃ 1.16GeV und MN ≈ 939MeV in Kernmaterie dar. Die betra
htete Störungs-reihe entspri
ht gerade einer Entwi
klung in den kleinen Skalen, wel
he wir bis eins
hlieÿli
hfünfter Ordnung dur
hgeführt haben. Genauer ausgedrü
kt, umfassen unsere Re
hnungenalle Vakuumdiagramme bis in Drei-Loop-Ordnung, die die We
hselwirkung der Nukleonenüber Pionaustaus
h bes
hreiben. Die Entwi
klung zu no
h höherer Ordnung zu treiben,wird dur
h den S
hwierigkeitsgrad und die Vielzahl der zugehörigen Diagramme behin-dert.Der zentrale Kern dieser Arbeit ist die Ersetzung der früheren 
ut-o� Regularisierung,bei der die hohen Impulskomponenten ni
ht für alle (divergenten und konvergenten) Bei-träge glei
h behandelt wurden, dur
h eine Vertexkorrektur vom Typ eines Monopols:
F (q2) = Λ2−m2

π

Λ2−q2 (q: Viererimpuls des Pions). Zunä
hst wurde der Ein�uss der Monopol-masse auf die Einzelbeiträge von isospin-symmetris
her Kernmaterie untersu
ht (für dieBerei
he 450MeV≤ Λ ≤ 2.7GeV der Monopolmasse und 0.005 fm−3 ≤ ρ ≤ 0.5 fm−3 derNukleondi
hte) und ans
hlieÿend wurde dieser eine Parameter so auf Λ0 = 1.15GeV fest-gelegt, dass die gesamte Zustandsglei
hung ein Minimum bei kf,0 = 262MeV aufweist. Derempiris
he Sättigungspunkt wird dann sehr gut mit Ē0 ≈ −16.8MeV und der Kompressi-bilität κ ≈ 292MeV reproduziert.In dieser Auswertung wurden keine Kontaktterme zur Parametrisierung von kurzrei
hwei-tigen E�ekten benötigt. Na
hfolgende Betra
htungen zeigten jedo
h auf, dass gerade dur
hdie Regularisierung des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes Zweikörper-Kontaktterme pro-portional zu k3
f und k5

f notwendig sind. Die zugehörigen Koe�zienten konnten in Abhän-



90 Zusammenfassunggigkeit von Λ so angepasst werden, dass die Zustandsglei
hung von isospin-symmetris
herKernmaterie unabhängig von Λ reproduziert wird. Unsere Theorie ist in diesem Sinne re-normierbar und eine vielverspre
hende Verbindung zum universalen niederenergetis
henNN-Potential Vlow k tut si
h auf. Mit Λ0 hatten wir anfängli
h also eine Monopolmas-se gefunden, für die die Kontaktterme gerade vers
hwinden. Weitere Kontaktterme, z.B.Dreikörperterme, wurden ni
ht benötigt und au
h ni
ht in die Re
hnung aufgenommen.Unsere auf die Asymmetrieenergie (für einen kleinen Asymmetrieparameter) und reine Neu-tronenmaterie ausgedehnten Betra
htungen beinhalten zwei weitere Parameter dur
h dieau
h hier nötigen Kontaktterme. Zu deren Fixierung (für die einfa
he Wahl von Λ0) wurdenzum einen der Sättigungswert der Asymmetrieenergie von Ā(kf,0) = 33.2MeV eingesetztund zum anderen Verglei
hsdaten anderer Gruppen für Neutronenmaterie herangezogen.Der resultierende Kurvenverlauf fällt zwar weder für die Asymmetrieenergie no
h für Neu-tronenmaterie exakt mit empiris
hen oder bere
hneten Verglei
hskurven zusammen. Diemonotone Steigung für wa
hsende Di
hte und der qualitative Verlauf sind jedo
h ri
htigund das Problem besteht hier u.a. au
h in fehlenden empiris
hen Werten, was die Zuver-lässigkeit der Verglei
hswerte genauso in Frage stellt.Ans
hlieÿend befassten wir uns näher mit dem e�ektiven Einteil
henpotential in isospin-symmetris
her Kernmaterie. Für ein ruhendes Nukleon erhielten wir einen akzeptablenWert für die Potentialtiefe von ≈ −64.6MeV. Allerdings sinkt das Potential (für kf =
262MeV) in Abhängigkeit des Nukleonimpulses in der Nähe der Fermikante wieder lei
htab, was dort eine zu groÿe e�ektive Masse von 
a. 1.07MN hervorruft. Dieses Problem könn-te dur
h das Einfügen zusätzli
her, impulsabhängiger Kontaktterme behoben werden. Inder Auswertung von isospin-symmetris
her Kernmaterie wurden sol
he zwar ni
ht benötigt,aber evtl. spielen sie do
h eine gewisse Rolle. Stattdessen könnte man au
h den Koe�zien-ten B5(Λ), der ja dem Term einer vom Impulsquadrat abhängigen Kontaktwe
hselwirkungzugeordnet ist, etwas anders festlegen. Dazu kann man lei
ht vers
hobene, empiris
he Wertezur Anpassung unserer Re
hnungen wählen, wofür ein Spielraum dur
h die teilweise groÿenUnsi
herheiten besteht. Zudem ist ni
ht klar, dass die Zweikörperkontaktterme genau beidem physikalis
h ni
ht ausgezei
hneten Wert von Λ0 vers
hwinden. Die Zustandsglei
hungwird so zwar sehr gut reproduziert, aber es könnte dur
haus sein, dass das Vers
hwindender Kontaktterme bei einem lei
ht vers
hobenen Wert der Monopolmasse no
h günstigerist. Dur
h die resultierenden kleinen Änderungen, kann si
h bereits ein reduzierter unddamit besserer Wert für die e�ektive Nukleonmasse an der Fermikante ergeben.Zum Abs
hluss benutzten wir unsere Ergebnisse aus isospin-symmetris
her Kernmaterieno
h, um die Abhängigkeit des 
hiralen Kondensats von der Nukleonendi
hte zu ermitteln.Es konnte gezeigt werden, dass die Piondynamik bis zur Sättigungsdi
hte nur einen ver-s
hwindenden Ein�uss ausübt, d.h. die Di
hteabhängigkeit des 
hiralen Kondensats folgtdem linearen Verlauf des führenden Terms in σN. Für groÿe Di
hten wirkt die Piondynamikdann der 
hiralen Restauration entgegen und würde diese sogar verhindern. Allerdings musshervorgehoben werden, dass wir die Kontaktterme in diese Betra
htungen ni
ht einbezogenhaben, da wir deren Abhängigkeiten von den Quarkmassen ni
ht kennen. Es könnte abersein, dass si
h dur
h diesen Ein�uss sogar der qualitative Verlauf des 
hiralen Kondensatsals Funktion der Di
hte no
h ändert - gerade für groÿe Di
hten wo kurzrei
hweitige E�ekte



91und damit Kontaktterme ents
heidender werden.Zukünftige Überlegungen könnten damit beginnen, unsere Re
hnungen auf endli
he Tem-peraturen und inhomogene Kernmaterie (also z.B. endli
he Kerne) auszudehnen (hierzuexistieren bereits frühere Re
hnungen, vgl. [14℄ und Referenzen dort). Besonders inter-essant ers
heint uns au
h ein genauer Verglei
h zwis
hen unserer Methode und dem kurzskizzierten Vlow k-Ansatz. Für letzteren sollten bald umfassende Ergebnisse aus der pertur-bativen Behandlung von Kernmaterie unter Berü
ksi
htigung von Dreikörperkorrelationenvorliegen.
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Anhang ANukleonpropagator im Medium bei derTemperatur T = 0

An dieser Stelle wollen wir die Herleitung des Nukleonpropagators im Medium vorfüh-ren, die explizit zu Gl. (4.5) führt. Zunä
hst skizzieren wir dazu die Herleitung des freienFeynman-Propagators für ein Fermion der Masse MN (siehe z.B. [37, 57, 58℄). Die Modi�-kation dur
h das Medium lässt si
h dann sehr einfa
h einfügen.Der Dira
-Propagator ist allgemein de�niert als der Vakuumerwartungswert des zeitgeord-neten Produkts (Vakuumzustand |0〉, Zeitordnungsoperator T ) zweier Feldoperatoren Ψan vers
hiedenen Raum-Zeit-Punkten x, y:
SF,ab(x − y) = 〈0|T Ψa(x)Ψ̄b(y)|0〉

= Θ(x0 − y0)〈0|Ψa(x)Ψ̄b(y)|0〉 − Θ(y0 − x0)〈0|Ψ̄b(y)Ψa(x)|0〉 . (A.1)Die allgemeine Wellenfunktion des betra
hteten, freien Fermions in der Heisenberg-Darstel-lung (Ψa bezei
hne die a-te Komponente, a ∈ {1, 2, 3, 4}) ist:
Ψa(x) =

∫
d3~p

(2π)3

1
√

2E~p

∑

s=1,2

(

as
~p ua(p, s)e

−ipx + b†
s

~p va(p, s)e
ipx

)

. (A.2)Die adjungierte Wellenfunktion Ψ̄(x) ergibt si
h als Ψ̄(x) = Ψ†γ0.Für die nullte Komponente des Viererimpulses p gilt p0 = E~p und u(p, s) bzw. v(p, s)bezei
hnen die vierkomponentigen Dira
spinoren von Teil
hen bzw. Antiteil
hen (sie stellendie Eigenfunktionen der freien Dira
-Glei
hung dar; s ist die jeweilige Spineinstellung). DieNormierung wurde wie folgt gewählt:
ū(p, s)u(p, t) = 2MNδst ,

v̄(p, s)v(p, t) = −2MNδst .



94 Nukleonpropagator im Medium bei der Temperatur T = 0Ferner beinhaltet Gl. (A.2) mit a(p) den Verni
htungsoperator eines Teil
hens (bzw. denErzeugungsoperator eines Antiteil
hens) und mit b†(p) den Erzeugungsoperator eines Teil-
hens (bzw. den Verni
htungsoperator eines Antiteil
hens). Für diese gelten die Antikom-mutatorrelationen (die ni
ht-dargestellten Kombinationen vers
hwinden):
{as

~p , a†t

~q} = (2π)3δ3(~p − ~q)δst ,

{bt
~p , b†

s

~q} = (2π)3δ3(~p − ~q)δst . (A.3)Die Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren de�nieren zudem den Vakuumszustand dur
h:
a~p |0〉 = b~p |0〉 = 〈0|a†

~p = 〈0|b†~p = 0 . (A.4)Man setzt nun Gl. (A.2) in die De�nition des Propagators, Gl. (A.1), ein und erhält mitGl. (A.4):
SF0,ab(x − y) =

∫
d3~p

(2π)3

d3~q

(2π)3

1

2
√

E~pE~q

∑

s=1,2

∑

t=1,2

{

〈0|as
~p a†t

~q|0〉 ua(p, s) ūb(q, t)e
−i(px−qy)Θ(x0 − y0)

−〈0|bt
~q b†

s

~q|0〉 v̄b(q, t) va(p, s)e
i(px−qy)Θ(y0 − x0)

}

. (A.5)Die Summe über die Polarisationszustände des Fermions unterliegt der folgenden Vollstän-digkeitsrelation:
∑

s=1,2

ua(p, s)ūb(p, s) = Λ+
ab(p) = (/p + MN)ab ,

∑

s=1,2

va(p, s)v̄b(p, s) = −Λ−
ab(p) = (/p − MN)ab . (A.6)Damit und mit den Relationen Gl. (A.3) und Gl. (A.4) lässt si
h Gl. (A.5) weiter vereinfa-
hen (wobei p0 = E~p):

SF0,ab(x − y) =

∫
d3~p

(2π)3

1

2E~p

{

e−ip(x−y)Θ(x0 − y0)(/p + MN)ab

−eip(x−y)Θ(y0 − x0)(/p − MN)ab

}

. (A.7)Verwendet man dabei no
h die Integraldarstellung der Stufenfunktion:
Θ(±(x0 − y0)) =

i

2π

∫ +∞

−∞

dω
e∓iω(x0−y0)

ω + iǫ
, (A.8)und de�niert die nullte Komponente des Viererimpulses um zu p0 → p0 = E~p + ω (bisher

p0 = E~p), so erhält man s
hlieÿli
h mit in�nitesimalem ǫ den freien Dira
-Propagator in



95Ortsdarstellung:
SF0(x − y) =

∫
d4p

(2π)4

i

2E~p

{

e−ip(x−y) E~p γ0 − ~p · ~γ + MN
p0 − E~p + iǫ

+eip(x−y) −E~p γ0 + ~p · ~γ + MN
p0 − E~p + iǫ

}

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y) i

/p + MN
p2 − M2N + iǫ
︸ ︷︷ ︸

SF0(p)

. (A.9)Im letzten S
hritt wurde dabei für den zweiten Summanden in der ersten Zeile no
h dieTransformation p → −p dur
hgeführt.Um nun den Propagator für ein Nukleon im Medium (bei T = 0) herzuleiten, mussman nur die Wellenfunktion so modi�zieren, dass die Anwesenheit des gefüllten Fermiseesberü
ksi
htigt wird. Dies ges
hieht einfa
h dur
h eine Unters
heidung zwis
hen Impulsenoberhalb und unterhalb der Fermikante kf : Für |~p | < kf kann ein Teil
hen mit diesem Im-puls aus dem Fermisee entnommen werden, d.h. die Verni
htung eines Teil
hens bzw. dieErzeugung eines Lo
hs ist mögli
h. Für |~p | > kf kann dagegen nur ein Teil
hen mit diesemImpuls erzeugt bzw. ein Lo
h verni
htet werden. Für die beiden Fälle sind Verni
htungs-gegen Erzeugungsoperatoren auszutaus
hen und umgekehrt, und man erhält für die Wel-lenfunktion allgemein:
Ψa(x) =

∫
d3~p

(2π)3

1
√

2Ep

∑

s=1,2

{(

as
~p us

a(p)e−ipx + b†
s

~p vs
a(p)eipx

)

Θ(|~p | − kf)

+

(

a†s

~p us
a(p)e−ipx + bs

~p vs
a(p)eipx

)

Θ(kf − |~p |)
}

.(A.10)Für kf → 0 geht dieser Feldoperator in seine freie Form aus Gl. (A.2) über. Ψ(x) setztman nun ganz analog zur Herleitung des freien Propagators in die allgemeine De�nition,Gl. (A.1) ein und bekommt unter Zuhilfenahme der Antikommutatoren, Gl. (A.3), und derProjektoren, Gl. (A.6):
SF,ab(x − y) =

∫
d3~p

(2π)3

1

2E~p

{

Θ(|~p | − kf)

·
[

e−ip(x−y)Θ(x0 − y0)(/p + MN)ab − eip(x−y)Θ(y0 − x0)(/p − MN)ab

]

+ Θ(kf − |~p |) (A.11)
·
[

eip(x−y)Θ(x0 − y0)(/p − MN)ab − e−ip(x−y)Θ(y0 − x0)(/p + MN)ab

]}

.Im nä
hsten S
hritt s
hreibt man wieder die Stufenfunktionen, die die nullten Komponen-ten beinhalten, in Integraldarstellung um und de�niert geeignet p0 → p0 = E~p + ω bzw.
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p0 → p0 = E~p − ω um (bisher: p0 = E~p):
SF,ab(x − y) =

∫
d4p

(2π)4

i

2E~p

{

Θ(|~p | − kf) (A.12)
·
[

e−ip(x−y) (E~p γ0 − ~p · ~γ + MN)ab

p0 − E~p + iǫ
+ eip(x−y) (−E~p γ0 + ~p · ~γ + MN)ab

p0 − E~p + iǫ

]

+Θ(kf − |~p |)

·
[

eip(x−y) (E~p γ0 − ~p · ~γ − MN)ab

−p0 + E~p + iǫ
+ e−ip(x−y) (−E~p γ0 + ~p · ~γ − MN)ab

−p0 + E~p + iǫ

]}

.Führt man im zweiten und dritten Summanden die Transformation p → −p dur
h, soerhält man na
h kurzer Vereinfa
hung (ǫ in�nitesimal):
SF,ab(x − y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y) i (/p + MN)ab

{
Θ(|~p | − kf)

p2 − M2
N + iǫ

+
Θ(kf − |~p |)

p2 − M2
N − iǫ

}

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y) i (/p + MN)ab

{
1

p2 − M2
N + iǫ

+Θ(kf − |~p |)
(

1

p2 − M2N − iǫ
− 1

p2 − M2N + iǫ

)}

. (A.13)Für ǫ → 0 lässt si
h die letzte Klammer als δ-Distribution darstellen:
1

p2 − M2N − iǫ
− 1

p2 − M2N + iǫ
= 2πiδ(p2 − M2N) . (A.14)Diese δ-Distribution zwingt das betra
htete Nukleon auf die Massens
hale, d.h. p2

0 = E2
~p =

~p 2 + M2N. Unsere De�nitionen sind so ausgelegt, dass die Energien stets positiv gezähltwerden, und wir müssen dies dur
h einen zusätzli
hen Faktor Θ(p0) weiterhin si
herstellen.S
hlieÿli
h erhält man so die in den Re
hnungen verwendete Form aus Gl. (4.5):
SF (x − y) =

∫
d4p

(2π)4

{

i
/p + MN

p2 − M2
N + iǫ

− 2π(/p + MN)δ(p2 − M2N)Θ(kf − |~p |)Θ(p0)

}

.(A.15)



Anhang BHilfsformeln zur Integration über zweiFermikugelnIn den Bere
hnungen der einzelnen Diagramme tau
ht dur
h die Medieneins
hübe sehrhäu�g das folgende, se
hsfa
he Integral über zwei Fermikugeln auf:
A(k1, k2) =

∫
d3~p1 d3~p2

(2π)6
Θ(k1 − |~p1|) Θ(k2 − |~p2|) F (|~p1 − ~p2|) . (B.1)Hierfür lassen si
h einige Formeln zur Vereinfa
hung entwi
keln, die wir im Folgendenanführen.Für glei
he Radien k1 = k2 = k der beiden Fermikugeln gilt (vgl. [13℄):

A(k, k) =
k6

3π4

∫ 1

0

dx x2(1 − x)2(2 + x)F (2xk)

=
k6

f

3π4

∫ 1

0

dx

[

x2(1 − x)2(2 + x)F (2xkf )

±2(1 − x)x2F (2xkf)δ +
x3

3
F (2xkf)δ

2

]

+ O(δ3) . (B.2)Dabei beziehen si
h die letzten beiden Zeilen konkret auf den Fall k1 = k2 = k = kf(1 ±
δ)1/3, der bis zur Ordnung in δ2 entwi
kelt wurde. Diese Darstellung ist für die Bere
hnungder Asymmetrieenergie in Kap. 5 oft von Vorteil.Das Integral in Gl. (B.1) lässt si
h aber au
h no
h allgemeiner für zwei vers
hiedene Radiender Fermikugeln vereinfa
hen. Mit r := |k1−k2|

k1+k2
gilt:

A(k1, k2) =
(k1 + k2)

6

192π4

∫ 1

0

dx

{[

2r3(1 − r)3x2 − r2(1 − rx)2(r2x2 + 2rx − 3r2)x

]

·F (|k1 − k2|x) + x(1 − x)2(x2 + 2x − 3r2)F (x(k1 + k2))

} (B.3)
=

k6
f

3π4

∫ 1

0

dx

[

x2(1 − x)2(2 + x)F (2xkf ) +
x

3
(x2 − 1)F (2xkf) δ2

]

+ O(δ4) .



98 Hilfsformeln zur Integration über zwei FermikugelnIn der letzten Zeile wurden, wiederum günstig für Betra
htungen der Asymmetrieenergie,die beiden Radien zu k1 = kf(1 + δ)1/3 und k2 = kf(1 − δ)1/3 (oder umgekehrt) gewähltund der Term bis in δ2 entwi
kelt.



Anhang C
Ein-Pion-Austaus
h inisospin-symmetris
her Kernmaterie

p1

p2Abbildung C.1: Fo
kdiagrammdes Ein-Pion-Austaus
hes mit zwei Me-dieneins
hüben.Nun wollen wir exemplaris
h die Bere
hnung des Fo
kdiagramms des Ein-Pion-Austaus
hesexplizit mit den Feynmanregeln (vgl. Abs
hnitt 4.1) vorführen. Der Ansatz für die Ener-giedi
hte lautet wie folgt:
ρĒ1(kf , r) = i (−1)

︸︷︷︸
ein Fermion−

loop

1

2
︸︷︷︸
Sym.

faktor 2

∫
d4p1 d4p2

(2π)8

(

1 − r2

1 − (p1−p2)2

m2
π

r2

)2

︸ ︷︷ ︸

Vertexkorrekuren

i

(p1 − p2)2 − m2
π + iǫ

︸ ︷︷ ︸

Pionpropagator

Trace
︸ ︷︷ ︸
Spin bzw.

Isospinspur

{
gA

2fπ
(/p1

− /p2
)γ5τa

︸ ︷︷ ︸

πNN−Vertex links

· (−2π)(/p1
+ MN)δ(p2

1 − M2N)Θ(kf − |~p1|)Θ(p0
1)

︸ ︷︷ ︸

Medieneinschub des Nukleon−Propagators

· gA

2fπ

(/p2
− /p1

)γ5τa

︸ ︷︷ ︸

πNN−Vertex rechts

· (−2π)(/p2
+ MN)δ(p2

2 − M2N)Θ(kf − |~p2|)Θ(p0
2)

︸ ︷︷ ︸

Medieneinschub des Nukleon−Propagators

}

.



100 Ein-Pion-Austaus
h in isospin-symmetris
her KernmaterieMit der De�nition Ei := +
√

M2N + ~pi
2 folgt:

ρĒ1(kf , r) =
−i

2

∫
d3~p1 d3~p2

(2π)6
Θ(kf − |~p1|)Θ(kf − |~p2|)

∫ ∞

0

dp0
1

∫ ∞

0

dp0
2

δ(p0
1 − E1)

2E1

·δ(p
0
1 − E2)

2E2

g2
A

4f 2
π

(

1 − r2

1 − (p1−p2)2

m2
π

r2

)2
i

(p1 − p2)2 − m2
π + iǫ

·Trace
{

(/p1
− /p2

)γ5(/p1
+ MN)(/p2

− /p1
)γ5(/p2

+ MN)
}

Trace {τaτa}
︸ ︷︷ ︸

3·2

.Die Integrationen über die nullten Komponenten ist trivial. Führt man nun die ni
ht-relativistis
he Entwi
klung in 1/MN dur
h und dividiert dur
h die Nukleonendi
hte, soerhält man für die führenden Ordnungen das Zwis
henergebnis (mit x := ∠(~p1, ~p2)):
Ē1(kf , r) =

3g2
Am3

π

(4πfπ)2

∫
d3~p1 d3~p2

(2π)6

3π4(1 − r2)2 Θ(kf − |~p1|)Θ(kf − |~p2|)
m2

πu
3[m2

π + (~p1 − ~p2)2][m2
π + r2(~p1 − ~p2)2]2

{

4(~p1 − ~p2)
2 − 1

M2N[m2
π + (~p1 − ~p2)2][m2

π + r2(~p1 − ~p2)2]

·
[

− 4|~p1||~p2|r2(~p1 − ~p2)
4(−2|~p1||~p2| + ~p 2

1 x + ~p 2
2 x)

+m4
π(3~p 4

1 + 2~p 2
1 ~p 2

2 + 3~p 4
2 − 4|~p1|3|~p2|x − 4|~p1||~p2|3x)

+m2
π(~p1 − ~p2)

2 · [(~p 4
1 + ~p 4

2 )(2 + r2) + 2~p 2
1 ~p 2

2 (2 + 3r2)

−4|~p1|3|~p2|(1 + r2)x − 4|~p1|~p2|3(1 + r2)x]

]}

.Die Integrationen stellen in diesem Fall kein Problem mehr da und man kann z.B. au
hdie Integralformel Gl. (B.2) verwenden um das Ergebnis aus Gl. (4.12) mit u := kf/mπ zuerhalten:
Ē1(kf , r) =

3g2
Am3

π

(4πfπ)2

{

1

8u

(

1 − 3

r2
+

2

r4

)

+ arctan(2u) +
1 − 3r2

2r3
arctan(2ur)

−1 + 12u2

32u3
ln(1 + 4u2) − 2 − 3r2 + 12r2(1 − 2r2)u2

32r6u3
) ln(1 + 4u2r2)

+
m2

π

40M2

[
1

2u
+ 9u +

3 − 4r2 + 6r2(4 − 7r2)u2

2r6u

−(5 + 12u2) arctan(2u) +
5(−3 + 5r2) + 12r2(−1 + 3r2)u2

2r5
arctan(2ur)

− 1

8u3
ln(1 + 4u2) − 3 − 4r2

8r8u3
ln(1 + 4u2r2)

]}

. (C.1)



Anhang D
Spektralfunktionen beimZwei-Pion-Austaus
h
In diesem Teil des Anhangs führen wir alle ni
ht-vers
hwindenden Spektralfunktionenauf, die zur Bere
hnung des irreduziblen Zwei-Pion-Austaus
hes über die Dispersions-darstellung (vgl. Abs
hnitt 4.6) benötigt werden. Dabei benutzen wir die De�nitionen
Σ := 2m2

π − µ2 − 2∆2 und ω :=
√

µ2 − 4m2
π. Die vorgestellten Formeln sind aus denanalytis
hen Ergebnissen in [15℄ und [40℄ herleitbar und bereits für das Argument iµ aus-gewertet.Irreduzibler Zwei-Pion-Austaus
h mit reinen Nukleon-Zwis
henzuständen, vgl. Abb. 4.6:

Im WC(iµ) =
ω

3πµ(4fπ)4

[
4m2

π(1 + 4g2
A − 5g4

A) + µ2(23g4
A − 10g2

A − 1)

−48g4
Am4

π

ω2

]

, (D.1)
Im VT (iµ) = − 6g4

Aω

πµ(4fπ)4
. (D.2)Das �Dreie
ks�-Diagramm der Nukleon-Nukleon Streuung mit einem ∆ im Zwis
henzustand(in Abb. 4.7 links) trägt nur einen ni
ht-vers
hwindenden Term bei:

Im WC(iµ) =
g2

A

384πf 4
πµ

[

−(6Σ + ω2)ω + 12∆Σ arctan
ω

2∆

]

. (D.3)



102 Spektralfunktionen beim Zwei-Pion-Austaus
hDie �Box�-Graphen der Nukleon-Nukleon Streuung mit einer virtuellen ∆-Anregung (inAbb. 4.7 Mitte und re
hts) liefern:
Im VC(iµ) =

3g4
A

128f 4
π∆µ

(2m2
π − µ2)2 , (D.4)

Im WC(iµ) =
g4

A

384πf 4
πµ

[

−(12∆2 − 20m2
π + 11µ2)ω +

6Σ2

∆
arctan

ω

2∆

]

, (D.5)
Im VT (iµ) =

1

µ2
Im VS(iµ) =

3g4
A

128πf 4
πµ

[

ω − ω2 + 4∆2

2∆
arctan

ω

2∆

]

, (D.6)
Im WT (iµ) =

1

µ2
Im WS(iµ) = − g4

A

512f 4
π∆µ

ω2 . (D.7)Und die glei
hen Diagramme mit zwei ∆-Anregungen in den Zwis
henzuständen (vgl.Abb. 4.8) ergeben entspre
hend:
Im VC(iµ) =

3g4
A

128πf 4
πµ

[

4∆2ω + Σ

(
2Σω

ω2 + 4∆2
+

Σ + 8∆2

∆
arctan

ω

2∆

)]

, (D.8)
Im WC(iµ) =

g4
A

768πf 4
πµ

[

− (12Σ + ω2)ω

+3Σ

(
2Σω

ω2 + 4∆2
− Σ − 8∆2

∆
arctan

ω

2∆

)]

, (D.9)
Im VT (iµ) =

1

µ2
Im VS(iµ) =

3g4
A

512πf 4
πµ

[

−3ω +
ω2 + 12∆2

2∆
arctan

ω

2∆

]

, (D.10)
Im WT (iµ) =

1

µ2
Im WS(iµ) =

g4
A

1024πf 4
πµ

[

−ω − ω2 − 4∆2

2∆
arctan

ω

2∆

]

. (D.11)
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